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Calcul du pgcd de deux entiers

1 Algorithme d’euclide

On se propose d’étudier Pefficacité respective de différents algorithmes pour le
calcul du p.g.c.d de deux entiers a, b tels que 0 < b < a.

1. Ecrire une procédure pged qui prend en entrée a, b calcule le pged de a et
de b par l'algorithme d’Euclide (avec reste positif).

2. Ecrire une procédure nb qui prend en entrée a,b et calcule le nombre
d’étapes nécessaires pour le calcul du pged de a et de b par I’algorithme
d’Euclide (avec reste positif)

3. En choisissant au hasard le couple (a, b) dans U'intervalle [2, 100], représen-
ter la distribution du nombre d’étapes nécessaires pour le calcul du pged
de a et de b.

Proposition 1 Soit (F,,) la suite de Fibonacci. Sin est le nombre d’étapes
de Ualgorithme d’Euclide (avec reste positif) pour le calcul du pged de a et de b,
alors a > F41 et b > F,.

Preuve Soit n est le nombre d’étapes de 'algorithme d’Euclide (avec reste
positif) pour le calcul du pged de a et de b. Ces n étapes s’écrivent :

a = bg1+m 0<ri<b (1)
b = T1q2 + 72 O0<ry<mr (2)
Ti—2 = Ti—1Gi + T 0<r; <ri (4)
Tm—3 = Tn—2Qn-1 + rp—1 0< Tho1 <Tp-2 (’I’L - 1)
Th—2 = Tn—-1Q4n (n)

On remarque que ¢, > 2, donc r,_o > 2 = Fj, puis par récurrence descendante :
Tiig =Ti_1G; + 1 2 11+ 1 2 Fr_jp1 + Fy_y = Fy ;o par définition de la
suite de Fibonacci. Donca =r_1 > F,1o et b=1r¢ > Fj,41. O

Proposition 2 Soit (F),) la suite de Fibonacci. Le nombre d’étapes de l’algorithme
d’Euclide (avec reste positif) pour le calcul du pged de Fp 1 et Fpio estn.
Preuve Pour i > 0, F; > 0 donc pour ¢ > 1, F;;1 > F;. Les étapes de
lalgorithme d’Euclide (avec reste positif) pour le calcul du pged de F,, 11 et F),
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sont :
Fn+1 = F,+F, (1)
F, = F,1+F, (2)
F3 = 2F2 (TL — 1)

O

Théoréme 1 (Lamé) Le nombre d’étapes de l’algorithme d’Euclide (avec reste
positif) pour le calcul du pged de a et de b est magjoré par cing fois le nombre de
chiffres de ’écriture en base 10 de b.

Une analyse plus fine : si n est un entier naturel, on note /(n) le nombre de
chiffres de I’écriture en base 2 de n.

I(n) = { E(logy(a)) sia>0

1 sia=0

On admet que [ vérifie les propriétés suivantes :

a+b O(l(a) +1(b))

ab O(l(a)l(b))
Blafb)  O(Ua)l(E(a/h)))
amod b O(l(a)l(E(a/b)))

Corollaire 1 Le codt de l'algorithme d’Euclide est O(l(a)l(b)).

Preuve Considérons les n étapes de ’algorithme :

a = rymodb (1)
b = 719 mod r; (2)
rice = mimodri—1 (i)
Tnea = Omodr,_1 (n)

Le cott de la i-éme étape est O(I(r;—2)l(E(ri—1/ri—2))) = O(ri—2)l(gi+2)))
ou r;_o = q;7;—1 + r;. Donc le cotlit de 1’algorithme est :

Z O(U(ri)l(gi+2)) Z 1(giv2)) (l(b))l(H ) < O(U(1))O(l(a))-

i=—1 i=—1

En effet, ¢;r;—1 < r—2 implique ([];_, ¢;) <7_1/rp—1 <r_1 =a. O
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4. On remplace dans l’algorithme d’Euclide le reste positif par le plus petit
reste en valeur absolue. Ecrire une procédure nb2 qui prend en entrée a, b
et calcule le nombre d’étapes nécessaires pour le calcul du pged de a et de
b par l'algorithme d’Euclide (avec plus petit reste).

5. En listant les couples (a,b), b < a, dans [2,100] x [2,100], représenter
sur un méme graphique les distributions du nombre d’étapes nécessaires
pour le calcul du pged de a et de b avec les deux restes possibles. Que
constatez-vous ?

6. Quelle suite introduire pour borner les entiers dont ce calcul de pged né-
cessite n étapes 7 Obtient-on un équivalent du théoréme de Lamé ?

On considére désormais l'algorithme suivant (dit algorithme binaire):

variables : wu,v,w,e

ui=a
v:=b
e:=0
tant que umod2=0et vmod2=0 faire
e=e+1
ui=u/2
vi=v/2
fin faire
tant que (u > 0) faire
tant que umod 2 =10
ui=u/2
tant que v mod 2 =10
vi=v/2

siu < v alors
W=V, 0 :=U, U =W
fin si
U:=U—0
fin faire
retourner 2°v

7. Démontrer que cet algorithme calcule le p.g.c.d de a et de b.
8. Démontrer que le coiit de cet algorithme est O(maz(l(a),1(b))?).

9. Comment le comparer aux précédents ?

2 Algorithme d’Euclide étendu

On se propose d’étudier différents algorithmes pour le calcul de coefficients s, ¢
tels que sa + tb = d ou d est le p.g.c.d de deux entiers a, b.
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variables : w,v,q,7,S8,t,81,%t1, 582,12

ui=a

v:=>b

s1:=1

tl =0

S92 =0

to =1

r:=u mod v

tant que (r > 0) faire :
qg:=(u—r)/v
uU:=v
vi=T

§:=81,t: =11, 81 := 82, t1 ;=12
S 1= 8§ — 8514

t2 Z:tfth

r :=u mod v

fin faire

retourner (v, So,ts)

10. Soit n le nombre d’étapes de I’algorithme d’Euclide pour le calcul du pged
de a et de b. Ces n étapes s’écrivent :

a S_1 = 1 t,1 =0

b So = 0 t() =1

a = bq1 +7r 0<T1<b S§1 =58_-1—(q150 tlzt_l—qlto
b = r1q2 + 172 0<ry<r 82 = 89 — 251 t2 = to — qat1
Ti—2 = Ti—1G; T T 0<r; <ria 8; = 8i—2 — q;Si—1 bt =12 — qiti1
Thn—3 = Th—2Qqn—-1 + rp—1 0< Tho1 <Tnpn—2 S8Sp_1=""" tnfl =

Tn—2 = Tn—1Q4n

Démontrer que s;a + t;b = r;, s;it;_1 — s;_1t; = (=1)*"1, pged(s;, t;) = 1,
Vi. En déduire une preuve de I’algorithme.

11. Démontrer que s; et s;11 sont de signes opposés et que la suite (|s;|); est
croissante; de méme, ¢; et ¢;11 sont de signes opposés et la suite (|¢;]); est
croissante. Démontrer aussi 7;_1|s;| < b et 7;_1|t;| < a. En déduire que
[$n—1] <b/2 et |t,—1] < a/2 (ils sont les plus petits possibles).

Remarque : A Tétape de Dalgorithme, Pobtention de s; et t; nécessite
d’effectuer quelques additions et multiplications en plus du calcul de g¢; et r;. Le
coiit total de cet algorithme est donc majoré par un O du cout de I’algorithme
d’Euclide, soit O(max(l(a),l(b))?).
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variables : wu,v,w,e,S1,t1,S2,t, a2, by

u=a
v:i=">
e:=0
S1 1= 1
tl =0
S9:=0
t2 =1
tant que (v > 0) et umod 2 =0 et v mod 2 =0 faire

e=e+1

u = u/2

vi=1v/2

fin faire
az ‘= U
b2 =0
tant que (u > 0) faire :
tant que u mod 2 =0 faire :
ui=u/2
sis;mod2=0ett; mod?2=0 faire:
S1 = 81/2
tl = t1/2

fin faire
sinon faire:
S1 = (51 + bg)/2
tl = (tl — a2)/2
fin faire fin si
tant que v mod 2 =0 faire:
vi=uv/2
si ssmod2=0et ty; mod2 =0 faire:
S9 1= 82/2
tg = t2/2
fin faire
sinon faire:
S9 = (32 + b2)/2
tg = (tg — 0'@)/2
fin faire fin si
siu<wvalors w:=v,v:=u, U : =W
W = 81, §1 := 82, S ‘=W
w =11, 11 (=12, tog :=w

fin si
Uu:=u—"v
S1 = 81 — 82
tl Zztl—tg

fin faire
e
retourner 2°v, So, ty
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On appelle cet algorithme 1’algorithme binaire étendu.

12

13

14

15

16

3

3.1

Démontrer que cet algorithme retourne (d, z,y) ou d est le p.g.c.d. de a et
b et x, y vérifient une relation de Bezout za + yb = d. Comparer sur des
exemples la taille de x et y avec ceux obtenus par 1’algorithme d’Euclide
étendu.

En utilisant un des deux algorithmes ci-dessus, en écrire un qui prend en
entrée k entiers ay, ..., ag non tous nuls, et retourne (d, z1,x2, ..., xx) ot d
est le p.g.c.d de aq, ..., a, et (x1,xa, ..., x)) vérifient une relation de Bezout

Z r;a; = d.

Ecrire un algorithme qui prend en entrée deux entiers m et n et retourne
un inverse de m modulo n, si ceux-ci sont premiers entre eux, un message
d’avertissement sinon.

Ecrire un algorithme qui prend en entrée des entiers myq,...,mj; et n et
retourne les inverses de my, ..., my modulo n, si ceux-ci sont premiers avec
n, un message d’avertissement sinon.

Etablir une procédure qui prend en entrée [ny,ns, ..., ngl, [a1, az, ..., , ax] et
donne en sortie M tel que M = a;[n;], pour tout i.

Quelques applications

Développement d’un rationnel en fractions continues

A voir plus tard.

3.2

Calcul du logarithme discret par un algorithme « Baby
step, giant step »

Soit g un élément de F,; Ecrire une procédure qui prend en entrée un élément
x de FF; et retourne un entier n si g” = r, un message d’erreur sinon (si g n’
est pas générateur, x n’est pas forcément une puissance de g!) On utilisera la
méthode suivante :

variables : m, q,r, h, L1, L2;

m:=[yp—1

h:= mverse(g) mod p — 1

L1:=[(g™,1),((g )272) e ((gm)mfl’m —1)]
L2 := [(zh,1),(zh?,2), ..., (@h™ 1 m —1]]
comparer L1 et L2.

Si l'algorithme retourne g et r tels que (¢™)9 = xh", alors x = g™IT" et
n = mq + r convient. Quel est 'intéret de cet algorithme 7
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3.3 Le théoréme chinois avec correction d’erreurs

Proposition 3 Soient a,b,m,p des entiers positifs tels que : b < a, a >
4dmp > 0. On effectue lalgorithme d’Euclide étendu de a par b (dont on reprend
les notations ci-dessus). Alors :

1l eziste un unique entier i tel que r; < 2m < r;_1. Cet entier i vérifie :

V(x,y) tel que |xa+ yb] < m et 0 < |y| < p,

Ju € Z tel que xa 4+ yb = ur;, x = us; et y = ut;.

Preuve Considérons les n étapes de l'algorithme d’Euclide étendu pour le
calcul du pgcd de a et de b. Ces n étapes s’écrivent :

a S_1 = 1 t_l =0

b So = 0 to =1

a = bq1+7 0<ri<b S1=58_1—q150 ty =t_1— qto

b = Tiq2 + 72 0<rg<r S2 = S0 — 281 to =to — qaty
Ti—o = Ti1G; T 7Ty 0<r; <ri—i 8$i = 8i—2—qiSi—1 ti=1;_2—qiti1
Tn—3 = Tph—2Qn_1+7Tp_1 0< Tpn-1 <Th—2 Sp-1=""" tp—1="""

Tn—2 = Th—-1(4n

Soient alors (z,y) tels que |w = xa + yb| < m et |y| < p, alors, modulo
a, w = yb et r; = s;a + t;b = t;b, donc a divise t;w — yr;. Or, |[t;w — yr;| <
|tiw|+[yri| < [tilrio1/24pri <a/2+a/2 << a ([taw] < [tilm < [ti|ri-1/2 < a/2
(cf. exercice 11) et pr; < pm < a/2 par hypothése) donc t;w — yr; = 0.
0 =tiw—yr; = tiy(za+yb) —yr; = tixa+y(t;b—r;) = tisa—y(sia) = a(t;r—s;y)
donc t;x—s;y = 0. Or, t; et s; sont premiers entre eux, donc d’aprés le lemme de
Gauss, il existe u tel que x = us; et y = ut; ; alors, w = xa+yb = u(s;a+1;b) =
ur;. O

Méthode. Soit N = ny...n; ou les n; sont premiers entre eux deux a deux.
Soit S un entier tel que 0 < S < N caractérisé par A = (ay,...,ax) tels que
S = a;[n;]. On suppose qu’aprés un envoi brouillé, on regoit B = (b1, ..., b;) au
lieu de (ay,...,ar). On se propose de montrer que si S est suffisamment petit
par rapport & N et si [, le nombre d’indices i sur lesquels A et B différent, est
lui aussi suffisamment petit, alors on peut retrouver .S.

Plus précisément, soit P un majorant de tous les produits n;,..n;, et soit
M < N tel que N > 4P?M. On suppose que 0 < S < M. On applique la
proposition ci-dessus & a = N, b I’entier modulo N caractérisé par les valeurs
B par le lemme chinois, p = P et m = MP. Alors avec les notations de la
proposition, S = r;/t;.
Preuve Soit I le sous-ensemble de {1, ..., k} sur lesquels A et B différent et
soit y := [[;c; n;.

e Sii ¢, alors S=a; =b; =b, [n;], donc yS = yb, [n;] ;
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e Siie I, alors yS =0 = yb, [n;], puisque n; divise y.

Donc yS = yb, [N], i.e. il existe = tel que yS = yb+ Nz ; Comme 0 < y < P
et 0 < yS < mp = M, la proposition ci-dessus assure I’existence de u entier tel
que yS = r;u et y = t;u, ainsi S = yS/y = r; /t;. O

17 Simuler une correction d’erreurs : entrer un nombre S, calculer A, effectuer
une modification de A (en utilisant le hasard), appliquer la méthode (at-
tention aux constantes). Tester aussi les limites.

3.4 Reconstruction d’un rationnel a partir de ses pre-
miéres décimales

On rappelle que les rationnels sont les nombres ayant un développement décimal
périodique & partir d’un certain rang. On va montrer que si le dénominateur
d’un rationnel est suffisamment petit, ce rationnel peut-étre reconstruit a partir
de ses premiéres décimales :

Soit p un entier naturel strictement positif. Soit k tel que d* > 4p? (k >

Indp?, si d = 10). Soit 2z = ; avec 0 < s < t < p; Soient ay,...,ax les k
premiers chiffres de son développement décimal (i.e. a1d* 1 +...+ay = E(d*2)).
On effectue 'algorithme d’Euclide étendu de a = d* par b = E(d*z) jusqu’a
Pobtention de Pentier i tel que r; < 2p < r;_1 (cf. proposition ci-dessus dans le

—S;

cas ou m = p). Alors z =
i

Preuve b= E(d"z)) = E(dki)) Donc, b est le quotient de la division eucli-

dienne de d¥s par t. Soit r le reste de cette division :
d¥*s=bt+r, 0<r<t.

Donc r = dFs — bt avec 0 <t < pet 0 <r <t < p. On applique la proposition
ci-dessus (dans le cas ot m = p) ; il existe un entier u tel que r = sa — tb =

.. S -5
ur;, 8 = us;, —t = ut;. Ainsi, z = - = . O
) ) ) t t
7

18 Simuler une telle reconstruction : se donner p , calculer k; puis tester sur
divers choix de s, t.
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