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Calcul du pgcd de deux entiers

1 Algorithme d'euclide

On se propose d'étudier l'e�cacité respective de di�érents algorithmes pour le
calcul du p.g.c.d de deux entiers a, b tels que 0 < b < a.

1. Ecrire une procédure pgcd qui prend en entrée a, b calcule le pgcd de a et
de b par l'algorithme d'Euclide (avec reste positif).

2. Ecrire une procédure nb qui prend en entrée a, b et calcule le nombre
d'étapes nécessaires pour le calcul du pgcd de a et de b par l'algorithme
d'Euclide (avec reste positif)

3. En choisissant au hasard le couple (a, b) dans l'intervalle [2, 100], représen-
ter la distribution du nombre d'étapes nécessaires pour le calcul du pgcd
de a et de b.

Proposition 1 Soit (Fn) la suite de Fibonacci. Si n est le nombre d'étapes
de l'algorithme d'Euclide (avec reste positif) pour le calcul du pgcd de a et de b,
alors a ⩾ Fn+1 et b ⩾ Fn.

Preuve Soit n est le nombre d'étapes de l'algorithme d'Euclide (avec reste
positif) pour le calcul du pgcd de a et de b. Ces n étapes s'écrivent :

a = bq1 + r1 0 < r1 < b (1)
b = r1q2 + r2 0 < r2 < r1 (2)
...
ri−2 = ri−1qi + ri 0 < ri < ri−1 (i)
...
rn−3 = rn−2qn−1 + rn−1 0 < rn−1 < rn−2 (n− 1)
rn−2 = rn−1qn (n)

On remarque que qn ⩾ 2, donc rn−2 ⩾ 2 = F3, puis par récurrence descendante :
ri−2 = ri−1qi + ri ⩾ ri−1 + ri ⩾ Fn−i+1 + Fn−i = Fn−i+2 par dé�nition de la
suite de Fibonacci. Donc a = r−1 ⩾ Fn+2 et b = r0 ⩾ Fn+1. □

Proposition 2 Soit (Fn) la suite de Fibonacci. Le nombre d'étapes de l'algorithme
d'Euclide (avec reste positif) pour le calcul du pgcd de Fn+1 et Fn+2 est n.

Preuve Pour i > 0, Fi > 0 donc pour i > 1, Fi+1 > Fi. Les étapes de
l'algorithme d'Euclide (avec reste positif) pour le calcul du pgcd de Fn+1 et Fn
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sont :
Fn+1 = Fn + Fn−1 (1)
Fn = Fn−1 + Fn−2 (2)
...
F3 = 2F2 (n− 1)

□

Théorème 1 (Lamé) Le nombre d'étapes de l'algorithme d'Euclide (avec reste
positif) pour le calcul du pgcd de a et de b est majoré par cinq fois le nombre de
chi�res de l'écriture en base 10 de b.

Une analyse plus �ne : si n est un entier naturel, on note l(n) le nombre de
chi�res de l'écriture en base 2 de n.

l(n) =

{
E(log2(a)) si a > 0
1 si a = 0

On admet que l véri�e les propriétés suivantes :

a+ b O(l(a) + l(b))
ab O(l(a)l(b))
E(a/b) O(l(a)l(E(a/b)))
a mod b O(l(a)l(E(a/b)))

Corollaire 1 Le coût de l'algorithme d'Euclide est O(l(a)l(b)).

Preuve Considérons les n étapes de l'algorithme :

a = r1 mod b (1)
b = r2 mod r1 (2)
...
ri−2 = ri mod ri−1 (i)
...
rn−2 = 0 mod rn−1 (n)

Le coût de la i-ème étape est O(l(ri−2)l(E(ri−1/ri−2))) = O(l(ri−2)l(qi+2)))
où ri−2 = qiri−1 + ri. Donc le coût de l'algorithme est :

n−2∑
i=−1

O(l(ri)l(qi+2))) ⩽ O(l(b))(

n−2∑
i=−1

l(qi+2)) = O(l(b))l(

n∏
i=1

qi)) ⩽ O(l(b))O(l(a)).

En e�et, qiri−1 ⩽ ri−2 implique (
∏n

i=1 qi) ⩽ r−1/rn−1 ⩽ r−1 = a. □
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4. On remplace dans l'algorithme d'Euclide le reste positif par le plus petit
reste en valeur absolue. Ecrire une procédure nb2 qui prend en entrée a, b
et calcule le nombre d'étapes nécessaires pour le calcul du pgcd de a et de
b par l'algorithme d'Euclide (avec plus petit reste).

5. En listant les couples (a, b), b < a, dans [2, 100] × [2, 100], représenter
sur un même graphique les distributions du nombre d'étapes nécessaires
pour le calcul du pgcd de a et de b avec les deux restes possibles. Que
constatez-vous ?

6. Quelle suite introduire pour borner les entiers dont ce calcul de pgcd né-
cessite n étapes ? Obtient-on un équivalent du théorème de Lamé ?

On considère désormais l'algorithme suivant (dit algorithme binaire):

variables : u, v, w, e
u := a
v := b
e := 0
tant que u mod 2 = 0 et v mod 2 = 0 faire

e := e+ 1
u := u/2
v := v/2

fin faire

tant que (u > 0) faire

tant que u mod 2 = 0
u := u/2

tant que v mod 2 = 0
v := v/2

si u < v alors

w := v, v := u, u := w
fin si

u := u− v
fin faire

retourner 2ev

7. Démontrer que cet algorithme calcule le p.g.c.d de a et de b.

8. Démontrer que le coût de cet algorithme est O(max(l(a), l(b))2).

9. Comment le comparer aux précédents ?

2 Algorithme d'Euclide étendu

On se propose d'étudier di�érents algorithmes pour le calcul de coe�cients s, t
tels que sa+ tb = d où d est le p.g.c.d de deux entiers a, b.
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variables : u, v, q, r, s, t, s1, t1, s2, t2
u := a
v := b
s1 := 1
t1 := 0
s2 := 0
t2 := 1
r := u mod v
tant que (r > 0) faire :

q := (u− r)/v
u := v
v := r
s := s1, t := t1 , s1 := s2, t1 := t2
s2 := s− s1q
t2 := t− t1q
r := u mod v
fin faire

retourner (v, s2, t2)

10. Soit n le nombre d'étapes de l'algorithme d'Euclide pour le calcul du pgcd
de a et de b. Ces n étapes s'écrivent :

a s−1 = 1 t−1 = 0 (−1)
b s0 = 0 t0 = 1 (0)
a = bq1 + r1 0 < r1 < b s1 = s−1 − q1s0 t1 = t−1 − q1t0 (1)
b = r1q2 + r2 0 < r2 < r1 s2 = s0 − q2s1 t2 = t0 − q2t1 (2)
...
ri−2 = ri−1qi + ri 0 < ri < ri−1 si = si−2 − qisi−1 ti = ti−2 − qiti−1 (i)
...
rn−3 = rn−2qn−1 + rn−1 0 < rn−1 < rn−2 sn−1 = ⋅ ⋅ ⋅ tn−1 = ⋅ ⋅ ⋅ (n− 1)
rn−2 = rn−1qn (n)

Démontrer que sia + tib = ri, siti−1 − si−1ti = (−1)i−1, pgcd(si, ti) = 1,
∀i. En déduire une preuve de l'algorithme.

11. Démontrer que si et si+1 sont de signes opposés et que la suite (∣si∣)i est
croissante; de même, ti et ti+1 sont de signes opposés et la suite (∣ti∣)i est
croissante. Démontrer aussi ri−1∣si∣ ⩽ b et ri−1∣ti∣ ⩽ a. En déduire que
∣sn−1∣ ⩽ b/2 et ∣tn−1∣ ⩽ a/2 (ils sont les plus petits possibles).

Remarque : À l'étape de l'algorithme, l'obtention de si et ti nécessite
d'e�ectuer quelques additions et multiplications en plus du calcul de qi et ri. Le
coût total de cet algorithme est donc majoré par un O du cout de l'algorithme
d'Euclide, soit O(max(l(a), l(b))2).
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variables : u, v, w, e, s1, t1, s2, t2, a2, b2
u := a
v := b
e := 0
s1 := 1
t1 := 0
s2 := 0
t2 := 1
tant que (u > 0) et u mod 2 = 0 et v mod 2 = 0 faire

e := e+ 1
u := u/2
v := v/2

fin faire

a2 := u
b2 := v
tant que (u > 0) faire :

tant que u mod 2 = 0 faire :
u := u/2
si s1 mod 2 = 0 et t1 mod 2 = 0 faire :

s1 := s1/2
t1 := t1/2
fin faire

sinon faire :
s1 := (s1 + b2)/2
t1 := (t1 − a2)/2
fin faire fin si

tant que v mod 2 = 0 faire :
v := v/2
si s2 mod 2 = 0 et t2 mod 2 = 0 faire :

s2 := s2/2
t2 := t2/2
fin faire

sinon faire :
s2 := (s2 + b2)/2
t2 := (t2 − a2)/2
fin faire fin si

si u < v alors w := v, v := u, u := w
w := s1, s1 := s2, s2 := w
w := t1, t1 := t2, t2 := w

fin si

u := u− v
s1 := s1 − s2
t1 := t1 − t2
fin faire

retourner 2ev, s2, t2
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On appelle cet algorithme l'algorithme binaire étendu.

12 Démontrer que cet algorithme retourne (d, x, y) où d est le p.g.c.d. de a et
b et x, y véri�ent une relation de Bezout xa+ yb = d. Comparer sur des
exemples la taille de x et y avec ceux obtenus par l'algorithme d'Euclide
étendu.

13 En utilisant un des deux algorithmes ci-dessus, en écrire un qui prend en
entrée k entiers a1, ..., ak non tous nuls, et retourne (d, x1, x2, ..., xk) où d
est le p.g.c.d de a1, ..., ak et (x1, x2, ..., xk) véri�ent une relation de Bezout∑

xiai = d.

14 Ecrire un algorithme qui prend en entrée deux entiers m et n et retourne
un inverse de m modulo n, si ceux-ci sont premiers entre eux, un message
d'avertissement sinon.

15 Ecrire un algorithme qui prend en entrée des entiers m1, ...,mk et n et
retourne les inverses de m1, ...,mk modulo n, si ceux-ci sont premiers avec
n, un message d'avertissement sinon.

16 Etablir une procédure qui prend en entrée [n1, n2, ..., nk], [a1, a2, ..., , ak] et
donne en sortie M tel que M ≡ ai[ni], pour tout i.

3 Quelques applications

3.1 Développement d'un rationnel en fractions continues

A voir plus tard.

3.2 Calcul du logarithme discret par un algorithme � Baby

step, giant step �

Soit g un élément de F∗p; Ecrire une procédure qui prend en entrée un élément
x de F∗p et retourne un entier n si gn = x, un message d'erreur sinon (si g n'
est pas générateur, x n'est pas forcément une puissance de g!) On utilisera la
méthode suivante :

variables : m, q,r, h, L1, L2;
m := [

√
p− 1]

ℎ := inverse(g) mod p− 1
L1 := [(gm, 1), ((gm)2, 2), ..., ((gm)m−1,m− 1)]
L2 := [(xℎ, 1), (xℎ2, 2), ..., (xℎm−1,m− 1]]
comparer L1 et L2.

Si l'algorithme retourne q et r tels que (gm)q = xℎr, alors x = gmq+r et
n = mq + r convient. Quel est l'intêret de cet algorithme ?
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3.3 Le théorème chinois avec correction d'erreurs

Proposition 3 Soient a, b,m, p des entiers positifs tels que : b < a, a >
4mp > 0. On e�ectue l'algorithme d'Euclide étendu de a par b (dont on reprend
les notations ci-dessus). Alors :

Il existe un unique entier i tel que ri ⩽ 2m < ri−1. Cet entier i véri�e :
∀(x, y) tel que ∣xa+ yb∣ ⩽ m et 0 < ∣y∣ ⩽ p,

∃u ∈ ℤ tel que xa+ yb = uri, x = usi et y = uti.

Preuve Considérons les n étapes de l'algorithme d'Euclide étendu pour le
calcul du pgcd de a et de b. Ces n étapes s'écrivent :

a s−1 = 1 t−1 = 0 (−1)
b s0 = 0 t0 = 1 (0)
a = bq1 + r1 0 < r1 < b s1 = s−1 − q1s0 t1 = t−1 − q1t0 (1)
b = r1q2 + r2 0 < r2 < r1 s2 = s0 − q2s1 t2 = t0 − q2t1 (2)
...
ri−2 = ri−1qi + ri 0 < ri < ri−1 si = si−2 − qisi−1 ti = ti−2 − qiti−1 (i)
...
rn−3 = rn−2qn−1 + rn−1 0 < rn−1 < rn−2 sn−1 = ⋅ ⋅ ⋅ tn−1 = ⋅ ⋅ ⋅ (n− 1)
rn−2 = rn−1qn (n)

Soient alors (x, y) tels que ∣w = xa + yb∣ ⩽ m et ∣y∣ ⩽ p, alors, modulo
a, w ≡ yb et ri = sia + tib ≡ tib, donc a divise tiw − yri. Or, ∣tiw − yri∣ ⩽
∣tiw∣+∣yri∣ ⩽ ∣ti∣ri−1/2+pri < a/2+a/2 <⩽ a (∣tiw∣ ⩽ ∣ti∣m < ∣ti∣ri−1/2 ⩽ a/2
(cf. exercice 11) et pri < pm ⩽ a/2 par hypothèse) donc tiw − yri = 0.
0 = tiw−yri = ti(xa+yb)−yri = tixa+y(tib−ri) = tisa−y(sia) = a(tix−siy)
donc tix−siy = 0. Or, ti et si sont premiers entre eux, donc d'après le lemme de
Gauss, il existe u tel que x = usi et y = uti ; alors, w = xa+yb = u(sia+ tib) =
uri. □

Méthode. Soit N = n1...nk où les ni sont premiers entre eux deux à deux.
Soit S un entier tel que 0 < S < N caractérisé par A = (a1, ..., ak) tels que
S ≡ ai[ni]. On suppose qu'après un envoi brouillé, on reçoit B = (b1, ..., bk) au
lieu de (a1, ..., ak). On se propose de montrer que si S est su�samment petit
par rapport à N et si l, le nombre d'indices i sur lesquels A et B di�èrent, est
lui aussi su�samment petit, alors on peut retrouver S.

Plus précisément, soit P un majorant de tous les produits ni1 ..nil et soit
M < N tel que N ⩾ 4P 2M . On suppose que 0 ⩽ S ⩽ M . On applique la
proposition ci-dessus à a = N , b l'entier modulo N caractérisé par les valeurs
B par le lemme chinois, p = P et m = MP . Alors avec les notations de la
proposition, S = ri/ti.

Preuve Soit I le sous-ensemble de {1, ..., k} sur lesquels A et B di�èrent et
soit y :=

∏
j∈I nj .

∙ Si i /∈ I, alors S ≡ ai = bi ≡ b, [ni], donc yS ≡ yb, [ni] ;

C. Picaronny & J. Villard 7 E.N.S. de Cachan



Préparation à l'agrégation 2009/2010 Option Algèbre et Calcul Formel

∙ Si i ∈ I, alors yS ≡ 0 ≡ yb, [ni], puisque ni divise y.

Donc yS ≡ yb, [N ], i.e. il existe x tel que yS = yb +Nx ; Comme 0 ⩽ y ⩽ P
et 0 ⩽ yS ⩽ mp = M , la proposition ci-dessus assure l'existence de u entier tel
que yS = riu et y = tiu, ainsi S = yS/y = ri/ti. □

17 Simuler une correction d'erreurs : entrer un nombre S, calculer A, e�ectuer
une modi�cation de A (en utilisant le hasard), appliquer la méthode (at-
tention aux constantes). Tester aussi les limites.

3.4 Reconstruction d'un rationnel à partir de ses pre-

mières décimales

On rappelle que les rationnels sont les nombres ayant un développement décimal
périodique à partir d'un certain rang. On va montrer que si le dénominateur
d'un rationnel est su�samment petit, ce rationnel peut-être reconstruit à partir
de ses premières décimales :

Soit p un entier naturel strictement positif. Soit k tel que dk ⩾ 4p2 (k ⩾

ln 4p2, si d = 10). Soit z =
s

t
avec 0 < s < t ⩽ p ; Soient a1, ..., ak les k

premiers chi�res de son développement décimal (i.e. a1dk−1+...+ak = E(dkz)).
On e�ectue l'algorithme d'Euclide étendu de a = dk par b = E(dkz) jusqu'à
l'obtention de l'entier i tel que ri ⩽ 2p < ri−1 (cf. proposition ci-dessus dans le

cas où m = p). Alors z =
−si
ti

.

Preuve b = E(dkz)) = E(dk
s

t
)). Donc, b est le quotient de la division eucli-

dienne de dks par t. Soit r le reste de cette division :

dks = bt+ r, 0 ⩽ r < t.

Donc r = dks− bt avec 0 ⩽ t ⩽ p et 0 ⩽ r < t ⩽ p. On applique la proposition
ci-dessus (dans le cas où m = p) ; il existe un entier u tel que r = sa − tb =

uri, s = usi,−t = uti. Ainsi, z =
s

t
=
−si
ti

. □

18 Simuler une telle reconstruction : se donner p , calculer k; puis tester sur
divers choix de s, t.
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