Logique sur les mots
Définition : Syntaxe de MSO(X, <)

pu=L|FP)|z<ylzeX|-pleVe|dre|IX ¢

avec a € %, {x,y,...} variables du premier ordre, {X,Y,...} variables monadiques
du second ordre.

Définition : Sémantique de MSO(X, <)

Soit w = wywsy - - w, € X1 un mot et pos(w) = {1,2,...,n} les positions du mot.
Soit o une valuation :

o(x) € pos(w) si x est une variable du premier ordre et

0(X) C pos(w) si X est une variable monadique du second ordre.

w,0 = Py(x)  Si Wy =a

w,oEz<y si o(x) <o(y)

woEreX si o(x) €a(X)

w,o =3z p si 3i € pos(w) tel que w, oz — i] E ¢
w,o =3X ¢ si 3T C pos(w) tel que w,o[X — I] E ¢



MSO: Raccourcis

On peut exprimer Vx, VX, V, etc comme d'habitude.
XCY:
Ve.(x e X »z€Y)

Z=XUY:
Ve(zreZ+xeXVaxeY)

Partition(X1, ..., Xm):

<Vx.\7xeX¢>A(?\/\Vx.(x¢Xi\/l“¢Xj)

i=1 i=1 j#1i
First(x):
Vy:z <y
Suce(z,y):
T<YyAVz:=(z<zAz<y)
Enplus, X =0, X ={z}, X =Y,...

)



Logique sur les mots

Définition : Codage d'une valuation dans I'alphabet

Soit V' un ensemble de variables, on note ¥y = % x {0,1}".

Un couple (w, o) ol w = wyws - - - w, € LT est un mot sur 'alphabet ¥ et o est une
valuation des variables de V' est codé par un mot W = (wy,71) -+ - (wp, 7) € E;}
sur 'alphabet >y, avec:

e Vi € pos(w), 7i(x) = 1ssio(z) =1
si x € V est une variable du premier ordre,
@ Vi € pos(w), 7;(X) =1ssii € o(X)
si X € V est une variable monadique du second ordre.
Un mot W € X7, est valide si il code un couple (w, o). On identifie W et (w, ).

Remarque: {W € X, | W est valide} est reconnaissable.

Définition : Sémantique de MSO(X, <)

Soit ¢ € MSO(X, <) et soit V' un ensemble de variables contenant les variables
libres de ¢,

Ly(p) ={W e X | W = (w, 0) est valide et (w,0) | ¢}



Exemples

e Soit w =abc et o(z) =2, o(y) =3, and o(Z) = {1, 3}.
Alors (w, o) est codé par (a,001)(b,100)(c, 011).

@ Sion n'a que o'(x) =2, alors (w, o’) est codé par (a,0)(b, 1){c,0).
e w,o’ |= Py(x), du coup (w, o’y € L(Py(x))

o w € L(Tx.Py(x))



Logique sur les mots

Théoreme : Buchi 1960, Elgot 1961, Trakhtenbrot 1961

Un langage L C ¥ est reconnaissable si et seulement si il est définissable par une
formule close ¢ € MSO(Z, <).

Preuve
— : Si L est reconnu par un automate A ayant n états Q@ = {q1,...,¢n}, on écrit
une formule de la forme ¢ = 3X; ---3X,, (X1, ..., X,,) qui caractérise |'existence

d'un calcul acceptant de A sur un mot w € ¥,
X; est I'ensemble des positions de w pour lesquelles le calcul est dans I'état g;.
La formule v assure que les transitions de |'automate sont respectées.

< : On donne des expressions rationnelles pour les formules atomiques.

On note X% = {(a,7) € Xy | 7(x) = 1}, de méme T&° ou ¥ =tou LE=0.
Ly (Pu(z)) = (770" (2771 N ({a} x {0, 1}V))(557°).

Lv(z € X) = (S0 (S5 n 25 (S0

Ly(z <y) = (Z5 ) (S N S50) (S ) (E5 0 nZy ) (ET 0"
On utilise les propriétés de cloture des langages reconnaissables :

union (V), complémentaire (—) et projection (Jz et 3X).



Exemple: Automate — MSO

@ Automate :

b a a,b
)
o Formule MSO :

¢ = 36207 Q17 QQ-Partition(QfJ) Qla QQ)
A Vz.(First(z) = x € Qo)
AV, y.(Succ(z,y) Aoz € Qo N Py(x) = y € Q1)
AV, y.(Succ(z,y) Nz € Qo N Pp(z) = y € Qo)
A -
A Vx.Last(xz) = (x € Q2 V (z € Q1 A Py(x)))




Exemple: MSO — Automate

Soit ¥ = {a, b}.
e ¢ = Py(x) donne 'automate A, suivant :
(a,0)
(6,0

oy

@ ¢ =3x.Py(x); on 'obtient Ay en supprimant = dans Ay
(autrement dit, on projéte toute lettre {(a,x) vers a).

00



