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Plan du cours

e Une breve introduction aux logiques modales

— Syntaxe, semantique et problemes
— Exemples

— Calculs a la Hilbert

— Traduction vers la logique classique

e Algorithmes de Ladner
— Pour la logique K
— Borne PSPACE de complexité
— Pour la logigue S4 avec détection de cycles

e Automates d’arbres.
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Plan du cours (suite)

e Calculs de F. Massacci avec préefixes
— Calculs pour les logiques K,B,S4 et S5
— Complétude (idees)
— Procédures de décision

e Calculs de séquents

— pour les logiques K et S4
— relation avec les tableaux
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Des modalites

e Modalité: terme modifiant le rapport entre un predicat et un
sujet

— addition d’adverbe: “Alice viendra certainement”
— proposition complétive: “ll est certain que Jean viendra”

e Exemples:
— modalité ontique: “ll est nécessaire que ...” ([1...)
— modalité temporelle: “Demain, ...” (X...)
— modalité épistémique: “Alice croit que Paul sait que ...”

(BAlz'ce KPaul . )

— modalité déontique: “Il est obligatoire ...” (O ...), “ll est
permis ..’ (P...).

e Traditionnellement, la logique modale est la logique de la

necessité et de la possibilité mais il s’agit d’'une vue depassée
e n I nfo r m atl q u e . Logiques modales et méthode des tableaux: une introduction — p. 4



Autres modalités en informatique

e p = |m|q: “Sip est vrai avant I'exécution du programme m, alors
g est vral apres”

e VF p: “Pour toutes les exécutions, il existe un etat vérifiant p”

o Cspp= K4 q “Slpfait partie de la connaissance commune
des agents A et B alors I'agent A sait que ¢ est vral”

e [p|{¢~)racine:"Toute position atteinte a partir de la racine d’'un
document en empruntant un chemin étigqueté par un mot de p
peut étre atteinte par un chemin étiqueté par un mot de ¢”

p

racine Q Y

q
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[Langages modaux

e Simples et suffisament expressifs pour parler des structures
relationnelles de la forme (W, Ry, Rs, .. .).

e Vision locale de la description des structures.

e Domaines d’application

— raisonner sur la connaissance, obligation, croyance
— Informatique: logigues temporelles, dynamiques ...

— mathématique: raisonnement geomeétrique, théorie des
ensembles, arithmeétique

— linguistique: sémantique du langage naturel
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Qu’est-ce qu’une logique modale?

e Approches standard:

— axiomatique: calculs a la Frege - Hilbert

— sémantique: mondes possibles, systemes de transitions
étiquetees, ...

— algébrique: algebres modales comme extensions des
algebres de Boole
e Aujourd’hui, les logiques modales sont considérées comme

— des logiques munies d’'opérateurs modaux (temporels,
épistémiques, terminologiques, dynamiques, ...)

— des langages pour décrire des structures relationnelles

— des fragments pertinents de la logique classique (1er ou
2nd ordre)
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Langage modal et modeles

e Langage propositionnel de base:

calcul propositionnel partie modale
- 7N N e —
o u=p| ¢ | oA | Og | O¢

p € PROP et L, T,V,= sont des abreviations.

e Modele de Kripke: M = (W, R, v):
— W: ensemble non-vide
— R: relation binaire sur W
— v : PROP — P(W): fonction d'interprétation

e Graphe orienté dont chaque noeud est une interpretation du
calcul propositionnel.

Logiques modales et méthode des tableaux: une introduc
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Relation de satisfactiog

o M,w
o M, w
o M,w
o M, w

=p B weop) M- € Mol 6

—ong & Mukoet Muw kg,

= O¢ € pour tous les w' € R(w), M,w" = ¢;

= 00 £ il existe w' € R(w) tel que M, w' = ¢.




Problemes

e (. classe de modeles définissant une logiqgue modale.

e satisfaisabilité: ¢ est C-satisfaisable X il existe M € C et
w € M tels que M, w E ¢.

e validite: ¢ est C-valide b —¢ n'est pas C-satisfaisable.

e model-cheking: M, w = ¢? avec M fini.

e Une logique modale peut-étre definie comme un langage et
une classe C de modeles relative au langage.
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Quelques logiques modales stande

e Lalogique K est caractérisée par la classe de tous les
modeles. (satisfaisabilité PSPACE-complete).

e Lalogique T est caractéerisée par la classe de tous les modeles
reflexifs.

e La logique S4 est caractérisée par la classe de tous les
modeles reflexifs et transitifs.

e La logique S5 est caractérisée par la classe de tous les
modeles dont la relation R est une relation d’équivalence.
(satisfaisabilité NP-complete).

e La logique G est caractérisée par la classe de tous les
modeles dont la relation R est transitive et sans chemin infini.

e En fait, il existe de nombreux familles de logigues modales
(logiques dynamiques, logiques terminologiques, logiques
temporelles, ...) et de nombreux hierarchies infinies de
logiques modales. Logiques madales et méthode des tableau: une nocuction — . 11



Calcul de Hilbert pour K

Le systeme modal a la Hilbert K (en I'nonneur de S. Kripke) est
compose des schémas d’axiomes

1. les tautologies du calcul propositionnel;
2. Up = (H(p = q) = Ug);
3. Op < —U-p;
et des regles d’'inférence:
1. modus ponens:

2. nécessitation:
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Dérivations

e Une dérivation du systeme K est une séquence (¢4, ..., d,)
telle pouri € {1,...,n},
— Soit ¢; est une instance d’'un schéma d’axiomes de K;
— soit Il existe 57 < i tel que ¢, = Uo;;
— soit il existe 7, 3’ < 7 tels gqu'appliquer le modus ponens sur
¢; and ¢; produit la formule ¢;.

e Les theoremes de K sont les formules apparaissant dans une
derivation de K.

e A la place des schemas d’axiomes (1) on peut se restreindre
aux trois schémas d’axiomes suivants sans affaiblir le pouvoir
deductif du systeme:

1. p=(¢=0p)
2. p=(g=r))=((p=9=@=r));
3. (_lp e _'q ) — (q — p) Logiques modales et méthode des tableaux: une introduction
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Admissibilite

Lemme. Laregle

¢ =Y
Lo = Ly

est admissible (ajouter cette regle n'augmente pas le pouvoir
déductif du systeme).

e Supposons que Fx ¢ = .

e En appliguant la regle de nécessitation, nous obtenons
Fx O(¢ = ).

e (p=(¢=1¢)) = (¢= (p=¢)) est une tautologie.

e Remplacer p [resp. q, ¢'] par U¢ [resp. U(¢ = ), Uy]:

~x (Ho = (Lo = ¢) = Uy)) = (U(¢ = ¢) = (Lo = L))
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Admissibilite (suite)

e Remplacer p [resp. q, ¢'] par U¢ [resp. O(¢ = ), OyY]:

—x (o = ([0(¢ = ¢) = ) = (Lo = ¢) = (Lo = y))

e Or, i Uo = (U(¢ = ¢) = yY) eninstanciant le schéma
d’axiomes (2).

e On utilise alors la regle de modus ponens pour établir
—x U(¢ = ¢) = (Lo = Ly).

e En utilisant a nouveau la régle de modus ponens sur (¢ = 1)
etd(¢ = v) = (¢ = ) on adonc Fx Ly = [y,
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Completude

Théoréeme . (Correction et completude) 5 ¢ ssi ¢ est valide dans
tous les modeles.

e La preuve de correction est facile (par induction sur la longueur
des dérivations).

e La preuve de complétude standard utilise le modele canonique
M= (W R, v):
— W est 'ensemble des ensembles maximallement

consistents par rapport a .

— XRrY ¥ i [1p € X alors ¢ € Y pour toute formule L.

-~ v(p)cl:ef{XEW:pEX}.

— Propriété fondamentale: M, X = ¢ ssi ¢ € X.
e Ce calcul n'est pas adapté pour la mecanisation.
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Extensions structurelles

e Famille de relations:
(W, (Ri)ier,v),  ([i])ier-
e Structurer le domaine:
(Wy x Wy, Ry, Ry, v), R; CW; x W,

M, (wy, wy) E [1]¢ P pour tous les w| € Ry (wy),

|
M7 <w/17 w2> ‘ ¢

e Relations ternaires:
M, w = O(o1, d2) X il existe w', w” tels que R(w,w’, w"),
M, w' = ¢ et M,w" = ¢s.

Logiques modales et méthode des tableaux: une introduction —p. 17



Contraintes sur les modeles

Plutot utilisées pour les problemes de satisfaisabilité

e Contraintes relationnelles:

— PDL: Ry = (R,)* (R :i >0}
— “tense logic” de A. Prior avec passée P et futur I

— opérateur modal universel [U]: M, w = [U]¢ & pour tous
lesw’ € W,ona M,uw' = ¢.
On perd ici le caractere local des modalites.

e Contraintes propositionnelles:

— nominaux: ¢ est un nominal si on impose que v(z) soit un
singleton

— logique Iintuitionniste: les propositions atomigues sont
persistentes (w € v(p) et (w,w'y € R impliquent w’ € v(p))

Logiques modales et méthode des tableaux: une introduction —p. 18



Autres opérateurs

Plutot utilisées dans les logigues temporelles pour la verification
formelle de programmes.

e Quantifications sur les chemins, le long des chemins
CTL, CTL*, etc Vouq.

e Opérateurs de point fixe: u-calcul.

e Dans I'absolu on peut regagner le pouvoir d’expression de la
logigue du premier ordre ou du second ordre.

Logiques modales et méthode des tableaux: une introduction —p. 19



Contraintes de chemins

e Graphe étiqueté avec racine: G = (W, rac, (R,).cr) @vec L un
ensemble d’étiguettes de transitions.

e EXpressions de chemins:

ac€L | & ] pip | pmUps | p*

e Interprétation de p dans G-

tr(a)

tr(p*) est

tr(#)

tr(e)
tr(p1 ; p2)
tr(p1 + p2)

R, poura € L

la fermeture réflexive et transitive de tr(p)

.

acL

{{u,u) :u eV}

{{u, vy : Iz (tr(p1)(u, z2) Atr(p:)(z,v))}

tr(py) Utr(ps)

Logiques modales et méthode des tableaux: une
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Probleme de I'implication

e Contrainte d’'inclusion de chemins: ¢ = p C q.

e G=pCyq & tr(p)(rac) C tr(q)(rac).

e Probleme de I'implication:
entrée: contraintes d’inclusion ¢y, --- ,¢,4+1, n > 0.

question: est-ce que pour toute structure G = (W, rac, (Ry)ae),
SiGEcet---etGE=c,alorsG = c,1?
(noté ¢y, -+ , ¢, — Cpat)

e De nombreux fragments de ce probleme sont dans PSPACE. Le
probleme est dans EXPTIME et on ignore aujourd’hui si le
probleme dans sa généralité est dans PSPACE.
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Une variante de PDL

e Conception d’une logigue PDLP**" pour exprimer le probléme
de I'implication et bien d’autres problemes.

e EXpressions de chemins: comme precédemment + opéerateur
" —1
unaire ~-.

e Formule de PDLPath:

=T | L[ root | =g | oA | (po | [plo.

o G, w =root & w =rac.

e G,w k= (p)p & ilexiste w € tr(p)(w) tel que G, w' = ¢ avec
t

Logiques modales et méthode des tableaux: une introduction — p. 22



Codage

e Les proprietées suivantes sont équivalentes:

— €1, ,Cp 7 Cptd

— [p1){gy "Yroot A -+ A [pn){g; Yoot = [pni1]){g,+,)To0t est
PDLP" yalide avec c; = p; € q;.

e Quelgues problemes ouverts:
— Caratériser la complexité du probleme de I'implication.

— Définir une logique dans PSPACE qui code les fragments
dans PSPACE du probleme de I'implication.

— Complexité de la version déterministe de PDLP3t",
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Traduction relationnelle

e La semantique des opéerateurs modaux peut étre codée dans
la logique classique.

e Traduction:

— ST(p;,z:) = Pj(x;)

— ST(—¢, x;) def —ST(¢, x;) (clause similaire pour A)

(
— ST(ng, :Uz) 1 V x4 (R(Ii, flfz'+1) = ST(Qba 377;+1))
(

— ST(Op, x;) e Tiv1 R(zi, xi41) A ST(P, Tig1)

e Exemple:
ST(OOp1, 7o) & Az (R, 1) A (Bza R(21,22) A Pi(12)))

Logiques modales et méthode des tableaux: une introduction — p. 24



Préservation

e ST(¢,x;) a pour seule variable libre z;.
e ST(¢,xy) Se calcule en temps polynomial en |¢|.
o M7 w ‘: QZS ssi M ‘:fol ST(¢7 xo)[llfo < w]

e Sila classe C de modeles est définissable dans la logique
classique avec la formule ¢ alors

¢ est C-satisfaisable ssi oo A ST(¢, xg) est satisfaisable dans la
logigue classique.

o sy =V R(x,x) N Va,y,z Rlx,y) AN Ry, z) = R(x, 2).

Logiques modales et méthode des tableaux: une introduction — p. 25



Recyclage des variables dans FOZ

e FOZ2 : logique classique avec égalité, constantes et au plus 2
variables

e Complexité: Probleme de satisfaisabilité NEXPTIME-complet
(FO3 est indécidable)

e Recyclage:

— ST(O¢, ) ® vy (R(z,y) = ST(¢,y))

~ ST(O¢.y) €V z (R(y,x) = ST(4, )
e Model-checking pour la logigue classique

— PSPACE-complet dans le cas géneral

— en temps polynomial pour les fragments avec au plus &
variables

Logiques modales et méthode des tableaux: une introduction — p. 26



Fragment garde

e “Fragment modal”’ de la logique des prédicats.

e Fermeture par opérateurs Booléeens et

Fz(a(@,9) A o) VI(a(T,Y) = ¢)

— 7 ety sont des séguences de variables individuelles
— «(7,7y) est une formule atomique
— chaque variable libre de ¢ est une variable de 7, 3.

o ST(OOP1, 7o) = 3z1 (R(x0,21) A (322 R(z1,39) A Pi(22))) €st

dans GF

Logiques modales et méthode des tableaux: une introduc

tion
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Fragment garde (suite)

e ST(¢,x) appartient toujours a GF.

e Probleme de satisfaisabilité restreint aux symboles de predicat
d’arité au plus k£ > 2, EXPTIME-complet.

e 2EXPTIME-complétude du fragment garde entier.

e GF avec relations transitives est indécidable.
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Meécanisation et traduction

e Une logique peut-étre caracterisee par une classe de modeles
qui n'est pas définissable dans la logique du premier ordre:

— fermeture transitive de relation (comme pour PDL)
— relation sans chemin infini (comme pour G)

e Le fragment cible de la logique classique n’est pas toujours
décidable.

— GF avec relations transitives est indécidable.
— FO3 est indécidable.

e Perte de structure de la formule modale initiale.
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Reduction et traduction

Existence: |le model-checking pour PLTL est dans PSPACE et la
satisfaisabilité pour GF est PsPACE-difficile
— 1l existe un codage du model-checking pour PLTL vers un
fragment décidable de la logique classique ... via les machines
de Turing !!

Expressivité: CTL* est plus expressive que PLTL mais ...
Il existe une réduction en temps polynomial du model-checking
de CTL* vers le model-checking pour PLTL.

Second-ordre: |la logigue modale G est caractérisée par une classe
de modéles du second ordre (R~! bien fondée, transitive) mais

Il existe une réduction de la satisfaisabilité pour G vers la
satisfaisabilité pour n'importe quel fragment de la logique
classique pPsPACE-difficile (GF, FOZ2, ...).
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Un fragment WLGFZ2 dans PSPACI

e Vocabulaire: deux variables individuelles z,, x1, des symboles
de prédicats unaires et binaires.

e Fragment fermé par les opérateurs Booléens.

e Si¢o(x;) ety(x;, x1_;) sont des formules de WLGF2 pour
i € {0, 1} telles que
— la seule variable libre de ¢(x;) est z;;

— Y(x;, x1_;) est une conjonction de formules atomiques de la
forme R(z,y) telle que pour au moins un conjoint

{CE’, y} — {an xl}’
alors Va; (v (x;, x1-;) = ¢(z;)) est dans WLGF2.

e WLGF2 est PSPACE-complet.
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Exercice: traduction vers WLGFZ2

e WLGF2 admet des conjonctions dans la garde contrairement a
GF

e Vx R(x,x) n"appartient pas a GF U WLGF2.

e Définir une traduction de T vers GF en utilisant le fait que
(o & ¢ A Ug est T-valide. Caracteriser le colt de la traduction.

e Définir une traduction polynomiale de T vers WLGF2.
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Meécanisation des logigues modale

e Methodes “directes”:
— calculs analytiques: tableaux, séquents
— resolution
— automates

e Traduction vers
— d’autres logigues modales (PDL, p-calcul, .. .)
— des fragments de la logigue classiqgue (FO2, GF, ...)
— des logigues du second-ordre (S2S, uLGF)
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Algorithme de Ladner - Principe

e Construction d'un arbre fini d’ensemble de formules a partir
duguel un modele pour la formule ¢ peut étre construit.

e Chaque ensemble de formules est un sous-ensemble d’'un
ensemble de formules de taille polynomial en la taille de ¢
Exemple: 'ensemble des sous-formules.

e Siun noeud n est étiqueté par X et [y ¢ X avec [y
“sous-formule” de ¢ alors il existe un fils noeud »n’ de n étiqueteé
par X’ tel que ¢ ¢ X’.

e Pour assurer la terminaison, le degré modal des ensembles de
formules peut décroitre avec la profondeur dans I'arbre ou bien
une détection de cycle est opéree.
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Sous-formules

e Définition . (sous-formules) Soit X un ensemble fini de
formules. On note sub(X) I'ensemble des sous-formules de X
déefini comme le plus petit ensemble vérifiant les propriétés
ci-dessous:

— X Csub(X),

— Si ) € sub(X) alors ¢ € sub(X),

— Si [y € sub(X) alors ¢ € sub(X),

— Sy A by € sub(X) alors {1, 19} C sub(X).

o card(sub({¢})) < [¢].

e Un ensemble X est fermeé si X = sub(X).
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Sous-formules (suite)

e Définition . Soit X un ensemble fini de formules. On définit une
famille sub(i, X), i € N, de sous-ensembles de sub(.X) comme
la plus petite famille de sous-ensembles telle que:

— sub(0, X) = sub(X),
— chaque ensemble sub(i, X') est fermé,
— Si Y € sub(i, X), alors ¢ € sub(i + 1, X).

e Lemme. Pour ¢ strictement supérieur au degré modal de ¢,
sub(i, {¢}) = 0.

e Dans le cas de logigues modales dont les opéerateurs modaux
sont indiceés par des lettres d’'un alphabet >, de fagon
analogue, des ensembles sub(o, X ) sont définis avec o € >*.
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Consistence

Définition . (i-consistence) Soit X C sub(i, {¢}) pour : > 0. X est dit
i-consistent ssi pour ¥ € sub(z, {¢}),

e Siypy=—palorsy € X ssip & X.
e Siyy = Apyalorsy € X ssi{y,p} C X.

Définition . (relation d’accessibilité syntaxigue <) Soient
XY Csub({o}). X <Y & pour chaque Ly € X,onay €Y. V
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Principe de I'algorithme

e K — WORLD(>], 4, ¢) admet comme arguments:
— ¢: formule dont on teste la satisfaisabilite.
— ¢ > 0: profondeur courante de |'arbre construit.

— Y une séquence finie de sous-ensembles de sub({¢}) avec
pour ¢ > 1, le dernier élement de > est un sous-ensemble

de sub(i,{¢}).

— > contient I'historique d’une branche et on cherche a
satisfaire le dernier élément de X..

e Nous allons montrer que ¢ est K-satisfaisable ssi il existe
X C sub({¢}) tel que ¢ € X et K — WORLD(X, 0, ¢) retourne
Vrai .

e Tous les sous-ensembles de sub({¢}) peuvent étre énumeres
avec un espace memoire polynomial en la taille de ¢.
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Algorithme de Ladner

K —
1.

2.

WORLD(X, 7, @)

Si le dernier élément de ¥ (noté der(32)) n'est pas :-consistent
alors retourner Faux.

Pour Ly € sub(i, ¢) \ der(>) faire

pour chaque X,, C sub(i + 1,¢) \ {¢} tel que der(X) < X,
appeler K — WORLD(X - Xy,7 + 1, ¢). Sitous les appels
retournent Faux alors retourner Faux.

. Retourner Vr ai .

Pour tout appel K — WORLD(X, 7, ¢) dans K — WORLD( X, 0, ¢),
Xl =i+ 1eti<|g|.

Le calcul de K — WORLD( X, 0, ¢) ne nécessite qu’'un espace
mémoire polynomial en |¢| (3 peut étre implémenté comme
une pile globale).
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Correction de I'algorithme

e Théoreme. Soit ¢ une formule modale. ¢ est K-satisfaisable ssi

Il existe Y C sub({¢}) tel que ¢ € Y et K — WORLD(Y, 0, ¢)
retourne Vr ai .

e Algorithme optimal dans le pire des cas car le probleme de la
satisfaisabilité pour K est
PSPACE-complet.

Preuve

e Supposons que K — WORLD(Y, 0, ¢) retourne Vr ai pour
Y C sub({¢}) telque ¢ € Y

e Modéle M = (W, R, m) etw € W tels que M,w = ¢.
e IV est un sous-ensemble de P(sub({¢})) x {0,...,|o|}.

Logiques modales et méthode des tableaux: une introduction — p. 40



Preuve (suite)

e (X,1) € W ssiil existe une séquence (>q,1),..., (X, i) telle
que
1. pour1 <j <k, K—WORLD(X;,4,, ) retourne Vr ai et
K — WORLD(>4,1;, ) est appelé dans K — WORLD(Y, 0, ¢).
2. X1 =Y,i1 =0,der(3y) = X, iy = 1.
3. K —WORLD(X;,4,, ¢) appelle directement
K — WORLD(X ;1 1,441, ).

o (X i)R(X' ) ¥ il existe un appel de K — WORLD(XZ, 7, ¢) qui
retourne Vr ai dans K — WORLD(Y, 0, ¢) tel que:

1. der(®) = X.
2. K —WORLD(X, 7, ¢) appelle K — WORLD(X', 4, ¢) qui retourne
Vr ai .

3. der(¥) = X"
e v(p) ={(X,1):pe X}.
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Preuve (suite)

e Ona (X,i)R(X' ) implique X < X".

e On peut montrer que pour (X, i) € W, pour ¢ € sub(i,{¢}),
e X ssi M, (X,1) = .

e Donc M, (Y,0) = ¢.

e Supposons maintenant qu’il existe un modele M = (W, R, v) et
w € W tels que M, w [ ¢.

e On montre que pour ¢ > 0, si X est une séguence finie de
sous-ensembles telles que der(X) C sub(i, {¢}) et s’il existe un
modéle M’ = (W' R',v") etw’ € W’ tels que pour
Y € sub(i, {o}), M',w' =1 ssiyp € X, alors K — WORLD(X, ¢, ¢)
retourne Vr ai .

e Enprenanti =0etX =Y = {¢ € sub({¢}) : M,w =1}, on
obtient que K — WORLD(Y’, 0, ¢) retourne Vr ai .
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Algorithme de Ladner pour S4 (1)

e Dans la définition des ensembles sub(i, ¢) on ajoute:
si [y € sub(i, X), alors Ty € sub(i + 1, X).
sub(i, {¢}) n'est jamais vide si [J apparait dans ¢.

e Dans la définition de i-consistence on ajoute:
si ¢ = Uy alors ¢ € X implique ¢ € X.

e La relation d’accessibilité syntaxigue est définie ainsi pour
X,Y C sub({¢}):

X<y ¥ pour chaque LIy € X,onall), ¢y €Y.

e La détection de cycles dans X devient nécessaire.
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Algorithme de Ladner pour S4 (1)

S4 — WORLD(X, 4, ¢)

1. Sile dernier éléement de X n’est pas i-consistent alors
retourner Faux.
2. Pour Uy € sub(i, ) \ der(>) faire

Sliln'yapasde X dans X telque v ¢ X etder(¥) < X
alors

pour chaque X, C sub(i + 1,¢) \ {¢} tel que der(X) < Xy,
appeler S4 — WORLD(X - X, 7 + 1, ¢). Sitous les appels
retournent Faux alors retourner Faux.

3. Retourner Vr ai .
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Majoration de la taille de.

Lemme. PourY C sub(¢), tout appel S4 — WORLD(X, ¢, ¢) dans
34 — WORLD(Y, 0, ¢) vérifie que |X| < |¢]°.

e > =2>;---X, 0uchaque X, contient les mémes [J-formules et il
existe une unique [-formule dans ¥, \ X;.

o n <[] et (|Xi1| —[Xit1]) est borné par |¢|.

Théoréme . Soit ¢ une formule modale. ¢ est S4-satisfaisable ssi |l
existe Y C sub({¢}) tel que ¢ € Y et S4 — WORLD(Y, 0, ¢) retourne
vral .

Corollaire . Le probleme de la S4 satisfaisabilité est dans PSPACE.
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Bilan sur l'algorithme de Ladner

e Obtention de bornes de complexité optimales pour K, S4 et
pour bien d’autres logiques.

e Algorithmes tres simples et facilement adaptables.
e Beaucoup de calculs inutiles a cause du choix des ensembles.

e Exercice . Définir un algorithme de Ladner pour la logigue
bimodale avec opérateurs [1] et [2] caracterisée par les
modeles (W, Ry, Ry, v) tels que R; C R, et Ry, R, sont
réflexives et transitives. En déduire que le probleme de
satisfaisabilité pour cette logique est PSPACE-complet.
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I Alternative: automates d’arbres

e Nombreuses réductions vers le probleme de vacuité
d’automates d'arbres (PDL, u-calcul modal, etc.).
¢ est satisfaisable ssi L(.A,) # 0.

e Propriété de la structure arborescente des modeles: pour toute
formule satisfaisable il existe un arbre (éventuellement infini) a
partir duquel un modele peut étre facilement construit.

e Traduction simple mais on prend avantage des optimisations
des algorithmes sur les automates d’arbres.

e L'algorithme de Ladner est tres similaire au test du vide pour
certains automates d’arbres.
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Rappel

e Définition . (consistence) Soit X C sub(¢). X est dit

maximallement consistent pour S4 b pour ¢ € sub(¢),
— Sl =—-palorsy € X ssip & X.
— Si =1 ANpgalorsy € X ssi {e1, 0} C X.
— sl = Uy alors ¢ € X implique ¢ € X.
V
e Relation d’accessibilité syntaxique: pour XY C sub(¢), X <Y

b pour chaque LIy € X,onall), ¢y €Y.

e > K-arbre7:{1,... K}* - X
Y. est un alphabet fini, {1,..., K'}* est un arbre infini.
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Arbres d’Hintikka

e Un arbre de Hintikka 7" pour ¢ est un P(sub(¢)), |¢|-arbre
(K = |¢p|) tel que ¢ € T (e) etpour s € {1,..., K}*,
— 7 (s) est maximallement consistent.
— si [y € sub(¢) \ 7 (s) alors il existe i € {1,..., K} tel que
€T (s-1).
— T(s) <T(s-i)pourie{l,..., K}

e Lemme. ¢ est S4 satisfaisable ssi ¢ possede un arbre de
Hintikka.
Preuve laissée en exercice.
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Automates d’arbre de Blichi

e Les arbres de Hintikka pour ¢ sont construits avec des
automates de Buchi.

e Définition . Un automate de Bichi A = (3, Q, 9, I, F') pour
Y], K-arbres est un modele opérationnel tel que
— () est un ensemble fini d’états,
— X est un alphabet fini,
— 0 C Q x X x Q~F estlarelation de transition,
— I C @) est 'ensemble des états initiaux,
— F C (@) est 'ensemble des états finaux.
V

e Une exécution r sur un > — K-arbre 7 est un (), K-arbre tel
que r(e) € I etpour s € {1,..., K}*,
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Automates d’arbre de Blchi (suite)

e Une exécution r est acceptante X sur chaqgue branche de r |l
existe un état de F' qui apparait infiniment.

e [.(A): ensemble des 3., K-arbres qui admettent une exécution
acceptante.

e Tester le vide de L(.A) est polynomial en |A| + K
En fait test en temps O(|0]?).
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AutomateA,

A, = (3,Q,96,1, F) avec
e () = ensemble des ensembles maximallement consistents
pour o.
e [={XeQ:90€ X}, F=Q.
e (¢, X,q1,...,qy) €0 SSI
—q¢d=Xetg <qg pourie{l,... K}.

— Siy € sub(¢) \ ¢ alors il existe : € {1,..., K} tel que
v & q.
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Propriétés ded,

o | A,;| est exponentielle en |¢|.
e Tester si L(A,) # () demande un temps exponentiel en |¢|.

e Lemme. L(A,) est exactement 'ensemble des arbres de
Hintikka pour ¢.

e Corollaire . Une formule ¢ est S4-satisfaisable ssi L(.A,) # 0.

e On n'obtient pas la borne PSPACE. Technigue plutot optimale
pour les logiques EXPTIME-completes.
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Exercice

e A l'aide d’automates d’arbres, resoudre le probleme de la
satisfaisabilité pour la logique bimodale avec opérateurs [1] et
2| caracterisée par les modeles (W, Ry, Ry, v) tels que
Ry =W x W (R, est quelconque).

e En déduire que le probleme de satisfaisabilité pour cette

logique est dans EXPTIME. (En fait la EXPTIME-dureté est aussi
vraie.)
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Meéthode des tableaux

e Méthode analytique: les regles du calcul se basent sur la
decomposition syntaxique de la formule.

e Méthode développee par Smullyan pour la logique classique
(vers 1968).

e Relation étroite avec les calculs de séquents de Gentzen.

e Ultilisation éventuelle d’étiquettes dans le calcul

— interpretées comme des états du modele en cours de
construction

— utilisées comme structures de controle

e Regles plus fines que les notions de consistence maximale de
I'algorithme de Ladner ou des constructions d'automates.
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Quelques autres problemes

e Probleme de la C-validité globale:

entrée: un ensemble fini X de formules et une formule ¢

sortie: 1 si pour tous les modeles M = (W, R, v) € C tels que
pourw € Wety e X, M,w = 1, il existe wy € W tel que
M, wy E ¢ (noté X =, ¢).

(il existe d’autres variantes)
e Probleme de la C-satisfaisabilité globale:

entrée: un ensemble fini X de formules et une formule ¢

sortie: 1 S'll existe M = (W, R, v) € C etw € W tel que pour
weWety eX, M,w = etil existe wy € W tel que
M7 Wo IZ ¢

(il existe d’autres variantes)
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Calculs des tableaux de F. Massac

e La methode “Single Step Tableaux” de Fabio Massacci (vers
2000) raffinent la méthode des tableaux de Melvin Fitting
(introduite vers 1980).

e Approche modulaire: on ajoute de nouvelles regles si R est de
plus en plus contraint dans les modeles.

e Propriétés algorithmiques fortes: on retrouve les bornes de
complexité optimales en appliquant les regles avec une
stratégie simple.

e Methode des tableaux presentée pour les logiques suivantes:
— K, $4
— S5 (R est une relation d’équivalence)

— B (R est reflexive et symeétrique)
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Tableaux avec formules prefixees

e Préfixe o: séquence finie non vide d’entiers

— o sera interprété comme un état d’'un modele
— concatenation: o - o’.

e Formule préfixée: paire de la forme o : 1) ou ¢ est un préfixe et
Y est une formule (on se restreint a —, A, ).

— o : 1 present dans une preuve implique que l'interprétation
de o verifie la formule ).

e Tableaux: arbre dont les noeuds sont étiquetés par des
formules préfixées.

e Branche: notion standard dans un arbre.

s def s 2
e o est présent sur une branche < une formule préfixée de la
forme o : ¢ étiquette un noeud de la branche.
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Propriétés fondamentales du calcu

e La racine est etiquetée par 1 : —¢ ou (les entrées du probleme
sont ¢ et X) et les regles du calcul permettent de construire
des tableaux a partir de la racine.

e On recherche a construire un tableau qui corresponde a un
modele pour —¢.

e Les regles d'inférence sont analytiques et si o - n est un
nouveau préfixe présent sur la branche alors nécessairement o
était déja sur la branche.

e En conséquence, I'ensemble des préfixes presents sur une
branche forme un arbre.

e La difference de longueur entre deux prefixes d’'une méme
regle est au plus 1 (“Single Step Tableaux”).
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Propriétés fondamentales du calcu

e Pour toute logique £ parmi K, B, S4 et S5 il existe un opéerateur
de fermeture C, tel que pour tout modele (W, R, v),
(W,Ce(W, R),v) est un modéle de L:
— Ck est I'identite,
— (Cqq est la fermeture réflexive et transitive.

e Soit >* la fermeture de la relation “préfixe immédiat” pour
I'ensemble des préfixes présents sur une branche.

e Exemple pour S4: ¢ >* ¢’ ssi ¢ est un préfixe de o’.

e Sio : [ et o’ sont présents sur une branche avec o >* ¢’
alors il est possible d’étendre cette branche de facon a avoir
o' : 1 sur la branche ainsi étendue.
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Regles du calcul propositionnel

o AN
— (@)
o)
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Regles modales communes

o présent sur la branche ety € X

J::”gb

o : LY
O‘°n:—I¢

(w) o -n nouveau sur la branche
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Regles propres a chaque logique (

e Regle pour les logiques K, B, S4 et S5:

o: Ly
o-n:yY
o et o - n sont presents sur la branche.
e Regle pour les logigues B, S4 et S5:

(K)

o : LY
oY (T)

e Regle pour les logiques S4 et S5:

o : Uy
o-n: Uy (4)

o et o - n sont présents sur la branche.
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Regles propres a chaque logique (

e Regle pour la logique S5:

o-n: LY
o : LY

(4%)
o et o - n sont presents sur la branche.

e Regle pour la logique B:

o-n: Ly
oY (B)

o et o - n sont presents sur la branche.
e (K) peut étre simulée avec (4) et (T):
o : Ly

(4)
o-n: Uy
o-n Y (T)
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Preuve par tableau

e Une branche est fermée s'’il existe une formule préfixée o : ¢
telle que o : ¢ et o : ) sont sur la branche.

e Un tableau est fermé si chaque branche est fermée.

e Une preuve par tableau pour la formule ¢ avec ensemble
d’hypotheses globales X est un tableau fermé dont la racine
est1:—o.

e Théoreme. Pour les logiques K, B, S4 et S5, X =, ¢ ssi il existe
une preuve par tableau de ¢ avec ensemble d’hypotheses
globales X.
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Preuve de lp = p pour S4

1:—(Op = O0p)
1:0p
1:=0p
1-1:-0p
1-1:0p

e [Ip = [lp est S4 valide.
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Preuve de correction (1)

e Soit B une branche et M = (W, R, v) un modele de la logique
L. Une interprétation f est une fonction de I'ensemble des
prefixes de B vers W telle que f(o)Rf(o - n) pour tous les o et
o - n présents sur la branche.

e Une branche B est dite realisable par rapport a un ensemble X
d’hypothéses globales ssi il existe un £-modéle M = (W, R, v)
et une interprétation f tels que

— pourtouslesw e Wety € X, M,w E .
— pour o : v présent sur B, ona M, f(o) E .

e Un tableau est réalisable s’il contient une branche réalisable.
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Preuve de correction (1)

e Lemme. Siun tableau 7 est réalisable alors tous les tableaux
7' obtenus par application d’'une régle sont aussi realisables.

La preuve est facile.

e Corollaire . Pour les logiques K, B, S4 et S5, s’il existe une
preuve par tableau de ¢ avec pour ensemble d’hypotheses
globales X alors X |=; ¢.
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Complétion d’une branche

e Une formule préfixée o : ¢ est reduite pour la regle (r) sur une
branche B

— si(r) est de |la forme

oY
T (7
alors ¢’ : ¢’ est sur B.
— si(r) est de la forme
oY
()

O_/ . w/ ‘ O_// . w//
alors soit o’ : ¢’ soit ¢” : ¢ est sur B.

e Une formule préfixée o : ¢ est complétement réduite sur une
branche si elle est réduite pour toutes les regles.
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Compléetion d’une branche (suite)

e Un préfixe o est complétement réduit si toutes les formules de
la forme o : ¢ sont complétement reduites.

e Une branche B est complétée si tous les prefixes presents sur
la branche sont complétement reduits.

e Une branche est ouverte si elle est complétée mais n’est pas
fermée.

e Un tableau est ouvert s'il contient une branche ouverte.
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Tableau ouvert pourllp N\ —L1—p

: =lp A =L=p
. —Lp

: lL=p

-1 :—==p
-1:p

-2 p

—_ = e e =

e —[Ip A —J—p est satisfaisable pour les logiques K, B, S4 et S5.
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Preuve de complétude (quelques ia

e Définition d’'une procédure systématique equitable pour
appliquer les regles.

e Une branche ouverte avec 1 : —¢ a la racine, permet de
construire un contre-modele pour ¢.

e La procédure systematique garantit que si o : LIy et o’ sont
présents sur une branche avec o >* ¢’ alors il est possible
d’étendre cette branche de facon a avoir ¢’ : 1) sur celle-ci.

e " verifie les proprietés des relations d’accessibilitée des
modeles de la logique.
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Procedures de decision

e La complétude n’assure pas en soi I'existence d’une strategie
complete qui termine.

e On s’intéresse a la satisfaisabilité avec I'ensemble des
hypotheses globales vide.

e ¢ est en forme normale négative avec les opérateurs
V, A, —, O, ¢ = n'est autorisé que devant une variable
propositionnelle.

e Toute formule modale construite avec —, A, ] admet une
formule équivalente en forme normale négative (construction
en temps polynomial).
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Deux techniques éléementaires

e Nouvelles regles:

f)' URVET) (8) 0(7. n(}@bw

e Intuition : Pour chaque logigue £, il existe une borne de
longueur hb, sur les prefixes d’'une branche telle que apres
cette borne soit il N’y a plus d’opérateurs modaux ou bien les
formules se repetent avec des preéfixes plus longs.

(7) o -n nouveau sur la branche

e Pour la procédure de décision deux techniques sont utilisées:

— Non-redondance des inférences . Appliquer une regle (r) avec
pour prémisse o : 1) seulement si cette formule n’est pas
déja reduite pour (r) sur la branche.

— Restriction sur les préfixes . Lapplication de la 7-regle est
restreinte aux préfixes de longueur inférieure a hb,.
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Bornes de hauteur

e d. degré modal de —¢.
e 1. nombre de formules de la forme [y dans —¢.
e p. nombre de formules de la forme {1 dans —¢.

e d,: imbrication maximale d’operateurs ¢ qui ne sont dans la
portee d’aucun opérateur L.

o th:thzl—l-d, hbs4:2+dp—|—p><n.

e Lemme. Pour £ parmi K, B et S4, toute strategie qui utilise la
restriction sur les préfixes et la non-redondance des
Inférences, garantit la terminaison de la construction des
tableaux a partir d’'une racine de la forme 1 : —¢.

(La preuve est facile.)
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Quelques définitions

e Sur une branche B, o, est une copie de ¢ ssi pour toute
formule vy, o : ¢ est sur B ssi og : 1 est sur B.

e Un préfixe est w-réduit sur une branche B s'il est réduit pour
toutes les regles sauf pour la w-regle.
e Une branche B est m-complétée si
— tous les préfixes sont w-réduits sur B et
— pour chaque préfixe o non complétement réduit, il existe
une copie o, de o plus courte que ¢ qui soit complétement
reduite.
e Une branche B est r-complétée modalement si
— tous les préfixes sont w-réduits sur B et

— pour chaque formule ¢ : {1 non réduite, il existe une copie
oo de o plus courte que o telle que oy : O soit réduite.
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Terminalson

Théoreme . Pour £ parmi K, B et S4, toute stratégie qui utilise la
restriction sur les préfixes et la non-redondance des inférences,
assure la terminaison a partir de 1 : ¢ dans un des cas suivants:

e une preuve par tableau est trouveée.
e sSur chague branche, une regle est applicable.

e au moins une branche peut étre réduite a une branche

m-complétée (a une branche w-complétée modalement pour
S4).

La preuve est facile pour K et B mais plus difficile pour $4.
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Exercice

e Les modeles de la logique £ (o > 2) vérifient que

o fois

e i _
Ro...o R C R et R estréeflexive.
e [? correspond a S4.

e Définir un calcul pour £« (o > 2) qui vérifie la propriéte de la
sous-formule mais la difference de longueur entre deux
préfixes d’'une méme regle peut étre supérieure a 1.

e Montrer la correction du calcul.
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Calculs de séquents

e Sequents: paire I' - A de multi-ensembles finis composeés de
formules modales.

e [, 1) dénote le multi-ensemble I U {¢} avec I'opérateur d’union
U pour les multi-ensembles.

o OF =, O

e Preuve: Arbre fini dont les noeuds sont étiquetés par des
séquents tel que

— les feuilles sont étiquetées par des axiomes: dans la suite
es axiomes sont de laforme I,y = A, 1,

— les contraintes entre les noeuds fils et parents sont
déterminées par les regles d’inférence.

e Une preuve de () - ¢ est équivalente a la validité de ¢.

Logiques modales et méthode des tableaux: une introduction —p. 79



Calcul des sequents pour K

e Axiomes: I,y = A, .

e Regles propositionnelles:

THA ¢ T oFA
F—ora T tra—¢ 7
F7¢17¢2|_A Fl‘A,le FI—A7¢2

FonoFA N TTEAGAG N

e Regle modale:
Yo
[,O8 F O, A

(F0)
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Propriétes du calcul

e Les regles structurelles sont reduites au minimum dans ce
calcul.

e L'application des regles décroit strictement la taille des
séquents (de bas en haut pour la recherche de preuve).

e SiI'H A aune preuve alors il existe une preuve de profondeur
au plus de la somme des tailles de I'" et A.

e Déterminer siI' - A a une preuve peut étre vérifié en espace
polynomial en utilisant du backtracking a cause de la regle
(F0O).

e Théoreme. I' = A a une preuve ssi (A, ¥) = (V,ea ) est
K-valide.
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Relation avec les tableaux (1)

e Chercher une preuve pour I' H A équivaut a
— determiner la validité de (A .+ ¥) = (Vyea ).

— déeterminer la non-satisfaisabilite de (A, ¥) A (Ayea ).

e Au séquent I' = A correspond une branche d’'un tableau
contenant les formules de I' et = pour v € A.

e Correspondance entre les axiomes et la notion de fermeture
dans les tableaux.

e La correspondance s’etend aux regles d’'inference equipées de
strategies.

e Pas de backtracking necessaire avec les tableaux préfixés.
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Relation avec les tableaux (1)

e Laregle (- J) correspond aux inférences suivantes dans les
tableaux:

o: Uy
(... b} ¢ 7wy
L, O0{1, ..., 0m} FOd, A
o : g
o-n: @
o-n Y

o-n:Y
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Calcul des sequents pour S4

e Ajout de laregle ([J+):

T o - A
T Oy A

(HF)

e Laregle (- ) est remplacée par:

O F ¢
T .OSFO¢ A

(F0)

e La taille des ségquents ne décroit plus strictement apres
application des regles.

e Théoreme. I' H A a une preuve dans le calcul pour S4 ssi
(Aper ) = (Vyea t) st S4-valide.
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