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Cette partie du cours d’algorithmique traite

— du probéme du flot maximal [CLR94, Chapitre 27];
— NP-compétude [CLR94, Chapitre 36] ;

— des algorithmes d’approximation [CLR94, Chapitre

37].

Ces notes sont fortement ingpéis (mais pas toujours)
de certaines sections de :

Th. Cormen, Ch. Leiserson, and R. Rivdatroduction
a I'algorithmique Dunod, 1994.

L’envoi de commentaires, typos, ... est bienvenu (demri@Isv.er
cachan.fr).
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1 Le probleme du flot maximal

ProbEmes qui mettent en jeu un flux physique de arati
électricig, ou d’information.

ProbEme de flux maximal du TD de Calculabdite
Marie Duflot.

1.1 Reseaux de transport

Définition 1.1. (réseau de transpoidy = (S, A, s, t,¢)
— G = (S, A) graphe orieré
— s € S (source);
—t € S (puits);
—c: S xS — NU{oo} (capacié),
c(u,v) = 0ssi(u,v) € A.

Exemple 1.1 (réseau de transport) Exemple 27.1(a) de [CLR94,
page 570].



Définition 1.2. (flot) f : S x S — R vérifiant :
(capacit®) : Vu,v € S, f(u,v) < c(u,v);
(symétrie) : Yu,v € S, f(u,v) = —f(v,u);
(conservation) :Vu € S\ {s,t}, > g f(u,v) =0.

Définition 1.3. (valeur d’un flot) La valeur du flof, notee

‘f J eSt’f‘ - ZUES f(va)'

Définition 1.4. (probkeme du flot maximal)

entrée :un reseau de transport (sans cheminsda ¢
etigueé seulement paxo) ;

sortie : un flot de valeur maximale entreet ¢.

Borne sugrieure de la valeur du flot maximal sur un
réseawn capacis finies aved : S x S — Z (au lieu de

R) © > (uwyea cu, v).

Exemple 1.2 (flot) Exemple 27.1(b) de [CLR94, page
570].



Notation. (sommation implicite) SiX etY sont des
ensembles de sommets (8§ alors

:ZZf(x7y)

reX yeY

Lemme 1.3 SoientG = (S, A, s,t, c) un réseau de trans-
port et f un flot deG.

() pourX C S, f(X,X)=0;

() pourX)Y C S, f(X,)Y)=—f(Y,X);
() pourX,Y,Z C SavecX NY =0,
(.1) f(XUY, Z)=f(X,Z)+ f(Y,Z);
(M.2) f(Z,XUY)=f(Z,X)+ f(Z,Y).

[fl = [f(s,5)
S)— f(S\{s},S) (lemme 1.3(lll.1))

(s,
(S,
(5, 5\ {s}) (lemme 1.3(1,11))
(
(

S t)+ f(S,S\ {s,t}) (lemme 1.3(lll.2))
S, t) (par conservation du flot).

S
f
f
S

Exercice 1.1 Exercices 27.1.6 (somme desflots) et 27.1.7
(produit scalaire-flot) de [CLR94, page 576]. “Les flots
d’'un réseau forment un ensemble convexe.”



Flot net positif rentrant de :

ZuES,f(u,v)>Of(u: U)'
Similaire pour le flot net sortant.

Convention : au plus un arc entre deux sommets pour
le flot (par annulation). Figure 27.2 [CLR94, 573].



Exercice 1.2 Coder le prol@#me suivant comme un prarhe
de flot maximal.

1.C4,...,C, . centres de distribution avec quaést
disponibles:y, ..., c,;

2. D,...,D,, :demandes faites par des clients de quan-
tit,eSdl, ey

3. chaque client ne pedatre livié que par un sous-ensemble
de centres;
RCA{CY,...,Cu} x{D1,...,Dp};

4. Optimiser I'approvisionnement de I'ensemble des clients.

1.2 Modeleétendu des Eseaux

Déefinition 1.5. (réseau de transpartsources et puits mul-
tiples) graphe oriedtG = (S, A) muni de

— S1,...,8n € S (sources);

—t1,...,t, € S (puits);

—c: S x5 —NU{0}.

Exercice 1.3 Commenteduire le prol@me du flot maxi-
mal sur un éseau de transpartsources et puits multiples
en un probdme de flot maximal sur ureseau de trans-
port standard (cf. [CLR94, page 574, fig. (b)]).



Exercice 1.4 Ajout de capacé# aux noeuds déseau [Gar00].
Pouru € S, on ajoute une capaéit(u) € N et le flot
doit vérifier la condition :

(capacite noeud) 1>, ,jca =0 f(wv) < clu),Vu €
S.
Montrer comment&duire le prol#me du flot maximal

avec capac# sur les noeuds en un prebte de flot maxi-
mal sur un éseau de transport standard (solution dans [Gar00]).



Définition 1.6. (probkeme du flot maximal avec &omi-
nimal) [Gar00]. Ajout du c@t ct(u, v) pour (u,v) € A.
Recherche du flot maximal avecidaninimal.

1.3 Lameéthode de Ford-Fulkerson
Définition 1.7. (taille d’un reseau)
|G| = |A|(1 + log(max(c(u,v))) + |S].
Les entiers sont ca@s en binaire.

Exercice 1.5 Donner un algorithme pouesoudre le proleime
du flot maximal quand toutes les capasitsont finies et

les flots sont entiers. Quelle la compléxin temps de
calcul en fonction deG| ?

But de la section : calcul du flot maximal en temps
polynomial en|G| (attention on prend le logarithme des
c(u,v) dans le calcul d&=|).

Idée de la rethode de Ford-Fulkerson :
— reseaux@&siduels;

— antlioration des chemins;

— coupe minimale.

METHODE-FORD-FULKERSON(G, s, t)
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1. initialiser le flotf a0;

2. TANT QUE il existe un chemin ag@liorantp
3. FAIRE augmenter le flof le long dep

4, RETOURNERf

Définition 1.8. (capacié résiduelle, eseauésiduel) Soient
(G un reseau de transport gun flot. La capacé residuelle
de(u,v) est:

cr(u,v) = c(u,v) — f(u,v).

Le reseaué&siduel d&~ induit parf estGy = (S, Ay, s, t, cy)
avec

Ar={(u,v) € S x S :cf(u,v) > 0}.

Exemple 1.4 Graphe esiduel de [CLR94, page 570, fig.
(b)].
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Lemme 1.5 SoientGG = (S, A, s,t, c) un réseau de trans-
port etf un flot deG. SoitG le reseau&siduel de- in-
duit par f, et soitf’ un flot deG;. Alors la sommef + f’
est un flot de de valeur f + f'| = |f| + | /|-

Par cfinition (f + f/)(u,v) = f(u,v) + f'(u,v).
Preuve. Veérification des propétes de syratrie, capa-
cité, et conservation.

(symetrie)

(f + f/)(uv ?}) — f(u7 ?)) + f/(uv U)
_f(U7 u) + —f’(?}, u)
—(f(v,u) + f'(v,u))
—(f + ), w).

(capacie) f'(u,v) < cf(u,v) = c(u,v) — f(u,v).
(f + f/)(uv U) — f(u7 U) + f/(uv U)
< f(u7 U) + (C(u7 U) o f<u7 U))

< c(u,v).

(conservation), € S\ {s,t}.

D ves(f ), v) =32 cs(f(u,v) + f(u,v))
- ZUES f(u7 U) + ZUES f,(U, U)
—0+0=0.

De plus, ona

12



|f+ FT=2ves(f + F)(s,0)
= s [(s,0) + ['(s,0)
=D ves J(8,0) + 2 s [1(s,0)
= |f]+[f]-

C.Q.F.D.

Définition 1.9. (chemin aréliorant, capacé residuelle)
SoientG un reseau de transport ¢tun flot. Un chemin
ameliorantp est un chemin simple (cad saregpgtition
de noeuds) de verst dans le eseau &siduelGy. La
capacié residuelle de est :

¢1(p) = min{es(u,v) : (u,v) € p}.
Lemme 1.6 SoientG un réseau de transporf, un flot,

etp un chemin araliorant deGG;. La fonction f,, définie
ci-dessous est un flot d&; de valeur f,| = cy(p) > 0:

c¢(p) Si (u,v) appartientip

fr(u,v) = 8 —cy(p) si(v,u) appartientrp
0 sinon.

Preuve.Lais®e en exercice. C.Q.F.D.

Corollaire 1.7. SoientG un réseau de transporf, un
flot, et p un chemin argliorant deG;. f' = f + f, est
un flot deG de valeur sugrieurea | f|.
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Comment est-on assurer que s'il 'y a pas de chemin
ameéliorant alors un flot maximal est atteint ?

Une coupe est une partition d’'un ensemble de noeuds
(cf. aussi la notion de coupe dans un arbre couvrant mi-
nimal).

Définition 1.10. (coupe, flot net, capaéit coupe mini-
mum) Une coupéF, T') d’un réseau de transpoft est
une partition de5 telle ques € E ett € T.
Flotnet:f(E,T).

Capacié :c¢(E,T).

Coupe minimum : coupe dont la cap&c#ést minimale
rapporéea toutes les coupes dagseau.

Lemme 1.8 SoientG un réseau de transporf, un flot,
et(E,T)unecoupedé&.Onaf(E,T)=|f|.

Preuve. Utilisation repetee du lemme 1.3.
f(E7T) — f(EvS) - f(E7E)

= f(E,S5)

= f(s,8) + f(E\ {s},5)

= f(s,S)+0(carE\ {s} C S\ {s,t})
= |/

C.Q.FD.
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Corollaire 1.9. La valeur d’un flot quelconque dans un
réeseau de transpoft est bor@e sugrieurement par la
capacié d’'une coupe quelconque dé

Preuve. (E,T) coupe quelconque dé€ et f flot quel-
conque de-.

|fl=F(ET)
- ZueE ZveT f(uv U)

< ZuGE ZUET C(U, ?))
<c(E,T).

C.Q.F.D.

Résultat majeur du proeine du flot maximal :

Théoreme 1.10 (flot maximal et coupe minimale) Si
est un flot dans ureseau de transpoi alors les condi-
tions suivantes sormquivalentes :

(I) f estun flot maximal dan§';

(I1) G ne contient aucun chemin @forant ;

(1) |f| = c¢(E,T) pour une certaine coupé’, ') deG.
Preuve. (I) implique (Il). Supposons quég est un flot
maximal et queG, contient un chemin agliorant p.
D’apres le corollaire 1.7f + f, est un flot d&~ de valeur

superieurea celle def, une contradiction.
() implique (Ill). Supposons qué&/s ne contienne pas
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de

chemin araliorant, c’esta-dire gu’il n'y a pas de che-

min des verst dansG,. Soit I le sous-ensemble dg
compog des noeuds qui peuvegire atteints de dans

Gy

etT = S\ E. (E,T) forme donc une coupe d&;.

Pouru € E etv € T, on a(u,v) ¢ Ay (sinon on aurait
v € FE). Par congquent,f(u,v) = c(u,v). D'apres le

lemme 1.8,

dl
oo)

fl=J(E,T)=cET)
) implique (I). D’apres le corollaire 1.9,f| < ¢(E,T)
ur toutes les couped,T’). Par conéquent,|f| =

c(E,T) implique quef est un flot maximal.
C.Q.F.D.

1

2.

FORD-FULKERSONG, s, t)

. POURChaque ar¢u,v) € A

FAIRE flu,v] < 0; flv,u] < 0;

TANT QUE il existe un chemin simple de s verst

dansG ¢
FAIRE
— c¢(p) «— min{cs(u,v) : (u,v) € p}
— POURChaque arcu, v) dep
FAIRE flu,v] < flu,v]+cs(p); flv,u] < —flu, v].
Nombre de passages dans la boucle TANT QUE au

plus|f*| ol f* est un flot maximal. Off*| est er2®UC1),

Exemple 1.11 Mauvais eseau, Figure 27.7 de [CLR94,
page 586].
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Définition 1.11 (algorithme de Edmonds-Karp)éthode
de Ford-Fulkerson avec la recherche d’un plus court che-
min (chaque arc a une distance unitaire).

Algorithme de Dijkstra en temps d’égution erO(|S|?).
L'algorithme du plus court chemin avec parcours en
largeur récessite un temps de calcul éN|S| + |A])

guand le graphe est raggeng par des listes d’adjacence[CLR94,
pages 462—-463].
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d¢(u,v) : distance entre etv dansG ou chaque arc
posede une distance unitairé(u,v) = oo s'il N’y a
pas de chemin.

Lemme 1.12 Sil'algorithme de Edmonds-Karp estasug
sur un eseauG alors pour tous les sommetse S \
{s,t}, 6¢(s,v) augmente de fagcon monotoaechaque
augmentation de flot.

Attention : pas d’augmentation stricte ! &i(u, v) #
0o, alorsds(u,v) < [S| —1
Preuve. Supposons qu'il existe € S\ {s,t} pour qui
une augmentation du flot provoque une diminution de
d¢(s,v). Soit f le flot avant augmentation ¢t le flot
apres. On a donc

dp(s,v) < df(s,v).

Sans perte deéagéralie, on suppose que poure S\
{s,t},0p(s,u) < dp(s,v)impliqueds(s,u) < dp(s, u).

Soitp’ un plus court chemin dars,, de la formes —
u — v. Sl N’y a pas de plus court chemidiy (s, v) = oo
et donc une contradiction est in&aiate.

On peut montrer quéy(s,u) = dp(s,v) — 1 carp’
est un plus court chemin ét(s,u) < ép(s,u) par hy-
pothese.

Supposons qué|u, v] < c(u,v) ou flu,v| est le flot
net deu versv avant 'augmentation de flot das;.

18



Op(s,v) < dp(s,u)+1
S 5]”(87 U) + 1
< dp(s,v),

ce qui nene encor@ une contradiction.

Par congquentf|u, v] = c(u,v) et donc(u,v) & Ay.
Le cheminp qui est choisi dang7; pour produireG s
doit contenir(v, u) puisque(u,v) € Ap et(u,v) € Ay.
Le choix dep provoque un reflux le long déu,v) : v
appar@ avantu sur le chemirp. Commep est un plus
court chemin, il en est de @mne de ses sous-chemins et
doncés(s,u) = ds(s,v) + 1. Par congquent,

0¢(s,v) =0d¢(s,u) — 1

§5f/(S,U,) —1
<dp(s,v) —2
<5f/(8,?]),

ce qui nenea une contradiction. C.Q.F.D.

Théoreme 1.13 Si l'algorithme de Edmonds-Karp est
execuk sur un eseau de transpagtalors le nombre total

d’augmentations de flot effedes par I'algorithme vaut
au plusO(|S| x |A]).

Preuve. (u,v) dansG; est dit critique pour un chemin
ameliorantp sicy(p) = cf(u,v).
Quelques propétes :
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1. Tout arc critique disparadu reseau @siduel apes
augmentation du flot.

2. Tout chemin amaliorant contient au moins un arc cri-
tique.

Pour(u,v) € A, nous allons majorer le nombre de fois
ou (u, v) est un arc critique dans l'algorithme de Edmonds-
Karp.

Soit f le flot lorsque pour la prerére fois(u,v) est
critique dans le chemin agliorant.

p:s...—u—v—...tdans Gy.

On a alorsis(s,v) = ds(s,u) + 1 et apes augmenta-
tion, (u, v) dispardt du reseaué&siduel.

Pour que(u,v) réapparaisse plus tard il faut que le
flot net deu versv diminue, c’esta-dire que(v,u) se
retrouve sur un chemin athorant. Soitf’ le flot a ce
moment-&.

plit...—u—uv—...sdans Gp.

On aalorsyy(s,u) = dp(s,v) + 1. Comme d'apes le
lemme 1.12(s,v) < dp(s,v), on peut conclure :
dp(s,u)=0p(s,v) +1

> 5f(8, U) +1
> 5f(8, u) + 2.

20



Commed,(s, u) est majoe par|S|, (u,v) ne peutre un
arc critiqgue qu’au pIu@ fois. Par consquent, le nombre
total d’augmentations de flot effe@es par I'algorithme
vaut au plusD(|S| x |A]). C.Q.F.D.

’algorithme du plus court chemin avec parcours en
largeur récessite un temps de calcul éN|S| + |A])
guand le graphe est r&xseng par des listes d’adjacence.

Exercice 1.6 Exercice 27.2-8|(A| chemins aréliorants)
de [CLR94, page 589]. “Comment faire mieux g S| x
|A|) itérations ?”
1. Montrer que sjf| > 0 alors il existe un chemin —
t ou tous les flots nets sont strictement positifs (sur
le graphe a seuls les flots nets positifsiauls sont
repesengs).
2. En ceduire gu’on peut toujours trouver un flot maxi-

mal dans unéseauz = (S, A) al'aide d'une &quence
d’au plus|A| chemins araliorants.

Exercice 1.7 ProbEme 27-4 de [CLR94, page 615]. Soit
G = (S, A, s,t,c) un reseau de transport de capasit
entieres. Supposons gu’on connaisse un flot maximal de
G.

1. Supposons que la capd&d’un seul ar¢u,v) € A
augmente dd. Donner un algorithme e®(|S| +

21



|A|) permettant de mettr& jour le flot maximal.

2. Supposons que la capd&cd’un seul arqu,v) € A
diminue del. Donner un algorithme e®(|S| + | A])
permettant de mettr@ jour le flot maximal.

22



1.4 Couplage maximal dans un graphe biparti

Exemple de prol®me combinatoire qui peut se rame-
nera un probéme de flot maximal.

Définition 1.12 (couplage, couplage maximal) S6it=
(S, A) un graphe non orieat Un couplageM est un
sous-ensemble dd tel que chaque sommet € S a
au plus une d@te deM qui soit incidenteav. M est un
couplage maximal ssSi/ est un couplage et pour tous les
couplages\/’, | M'| < |M]|.

On s’interesse dans la suite aux graphes bipartis avec
S = LU R (L, R une partition de5) et toutes les @&tes
de A passent entré et k.

Probeme : calcul d’'un couplage maximal pour un graphe
biparti G.

A G on associe unéseau de transpo’ tel que I'on
puisse trouver une correspondance entre flox maximal
dansG’ et couplage maximal dars.

Définition 1.13. (réseau de transport correspondant) On
construit le eseau de transpait = (S’, A', s, t, c) a par-
tir du graphe bipartG = (S, A).
—S"={s,t} U S avecs,t ¢ S;
— A ={(s,u) s ue L} U{(u,v) : {u,v} € Aju €
LYyU{(v,t):v € R};

23



— c retourne la valeur pour chaque arc dd’.

Figure 27.9 de [CLR94, page 591].
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Lemme 1.14 SoientG et G’ definis comme ci-dessus.

() Si M est un couplage dé& alors il existe un flo&a
valeurs engresf dansG’, avec|f| = |M|.

(1) Si f estun flota valeurs enéires d&+’, alors il existe
un couplageV/ deG de cardinal M| = | f].

Preuve.(l) Soit M un couplage dé&/. Le flot f est dfini
de la fagcon suivante :
— si{u,v} € M, alorsf(s,u) = f(u,v) = f(v,t) =1
Etf(u,S) - f(v,u) = f(t7v) = —1;
—si{u,v} € A\ M, f(s,u) = f(u,v) = f(v,t) =
flu,s) = f(v,u) = f(t,v) = 0.
On peut facilement érifier quef est un flot (carM est
un couplage). Le flot net de la coupeU{s}, RU{t}) est
precisemment)M | et donc par le lemme 1.8//| = | f|.
(Il) Soit f un flota valeurs enéires de7’.

M ={{u,v}:ue L, veR, fluwv) >0}

M est un couplage caf verifie la condition de capaéit
et chaque capaétde G’ vaut 1. \erifions que|M| =
|f|. On peut remarquer que pour € L couvert, on a
f(s,u) =1etpour{u,v} € A\ M,onaf(u,v)=0.

[M| = f(L, R)

:f(L7S/)_f(L7L)_f(L7S)_f(L7t)
=0—0+ f(s,L)—0

25



= f(s,5)
= [fl.

C.Q.FD.

Théoreme 1.15 (Theoeme de I'inégrali€) Sic ne prend
gue des valeurs emties, le flot maximal* produit par

la méthode de Ford-Fulkersorerifie que|f*| est entier

(ainsi que chaque valeufiu, v]).

Corollaire 1.16. Le cardinal d’un couplage maximal dans
un graphe bipartis est la valeur d'un flot maximal dans
son Eseau de transpait’ correspondant.

Le cardinal du couplage maximal est au phus:(|L|, | R|)
et donc l'algorithme de Ford-Fulkersoid#|S|) itérations :
probleme ésoluble en temp®(|.S| x | A]).

Exercice 1.8 Exercice 27.3-4 (couplage parfait) de [CLR94,
page 593].
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1.5 Algorithme avec pieflots

Algorithme Iteérations Nbre d’operations
Ford-Fulkerson £ O(|A| x |f*])
Edmonds-Karp | O(|S] x |A|) O(|S] x |A]?)

Préflots O(|S]? x |A]) O(|S]? x |A])
Elevation vers l'avant O(S]?)
Nol Goldberg et Tarjan OS] x |A] x log(%))

Particulariés des algorithmes aveogblots :
— modification locale duéseau (un noeud et ses Vvoi-

sins);

— ce n‘est qua la fin que I'on a un flot et de plus maxi-

mal ;

sinon, le tableayf|-, -] est un péflot : synetrie, contraintes
de capaci et pouru € S\ {s},

f(S,u) >0;

— opérationselementaires sur leeseauésiduel :
1. poussge de flot exedentaire depuis un sommet

Vers ses voisins ;

2. élevation d’'un sommet.

Quand un peflot f vérifie que pours € S\ {s,t},
f(S,u) =0 alors f est un flot.

27



Définition 1.14. (excedent de flot, dbordementy préflot,
ue S\ {s,t}. Excedent de flot sut : e(u) = f(5, u).
u déborde se(u) > 0.

Par ckfinition, v ne peut pas&border siu € {s,t}.

A chaque noeud € S, on associe une hautebfu).
h(s) = |S| eth(t) = 0 restent constants durant lerdulement
de l'algorithme mais pour € S\ {s,t}, h(u) peut
évoluer. Une poug® ne se produit de versv que Si
les conditions suivantes som@unies :

1. e(u) >0, “u déborde” ¢ & {s,t}, par cfinition) ;

2. cf(u,v) > 0 “capacié residuelle de: versv stricte-
ment positive”;

3. h(u) = h(v) + 1 “w un peu plus haut que’.
Définition 1.15. (fonction de hauteur) réseau de trans-

port, f préflot. » : S — N est une fonction de hauteur
Si

— h(u):§ h(v) + 1 si(u,v) € Ay.

Congquence imradiate : sih(u) > h(v) + 1 alors
(u,v) n"est pas dans le graphesiduel.
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Si

1. v déborde (cad (S, u) > O etu & {s,t});

2. crlu,v] > 0;

3. hlu| = hlv] +1;
alors on poussé;|u,v| = min(elul, cflu, v]) unites de
flot dew versw.

POUSSERu, v)

1. dflu, v] < min(elu}, cslu, v])
2. flu,v] «— flu,v] +dslu,v]
3. flv,u] = = flu,v]

4. elu] — elu] — dsu, v

5. e[v] «— e[v] + dy|u, v]

Nombre constant @tapes de calcul.

Pousge saturante si;|u, v] = 0 apres la pousse.
Apres une pouge non saturante, ne ceborde plus.
Sidy[u, v] = e[u] = cylu, v] alors on a une pouse satu-
rante et apFsu ne ceborde plus.
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Si
1. v déborde;
2. pourv tel quecy[u, v] > 0, hlu] < hlv];
alors oréleveu avech|u| = 1+min{h|v] : (u,v) € Ay},

ELEVER(u)
1. hlu] < 14+ min{hlv] : (u,v) € As}.

Commeu déborde, il existey tel que flv,u] > 0 et
donceylu, v| = cu, v] — flu,v] = cfu, v] + flv,u] > 0.

Procdure d’initialisation : chaque arc partant de la
source est rempli au maximum.
— h[s] = |S| et pouru € S\ {s}, hlu] =0;

clu,v] Siu = s
— flu,v] = { —clu,v] siv=s
0 sinon.

— mettrea jourelu| pouru € S.

Vérifions queh|.| initiale est une fonction de hauteur.
u — v dansG impliquew # s, hju] = 0, et donch|u| <
hlv] + 1.
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Algorithme de peflot gerérique :
PREFLOT GENERIQUEGG)

1. INITIALISER-PREFLOT(G, s);

2. TANT QUE il est possible d’appliquer une épation
de pous8e ou délévation
FAIRE choisir une pouss®e ou unetlevation appli-
cable, et I'executer.

3. RETOURNER.
Quelques propéteselementaires :
1. a tout sommet qui €borde, on peut appliquer soit
uneéléevation soit une pousés (mais pas les deada

fois), & supposer quk|.] est une fonction de hauteur
(cf. le lemme 1.17);

2. les hauteurs ne diminuent jamais.

Lemme 1.17 SoitG un réseau de transport. Pendant extion
de PREFLOT GENERIQUE(G), I'attribut h[.] est une
fonction de hauteur.

Preuve.Récurrence sur le nombre d'emmtionslémentaires
effectees.
A Tinitialisation, / est une fonction de hauteur.
Montrons qué: demeure une fonction de hauteuregpr
'exécution deELEVER(w). Si(u,v) € Ay alors on abien
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hlu] < hlv]+1carhfu] = 1 +min{hlw] : (u,w) € A}.
Si (w,u) € Ay ethlw] < hlu] + 1 avant I'execution de
ELEVER(u), alorshw] < hlu] + 1 ap®s carh[u] crait.

Montrons qué: demeure une fonction de hauteuregpr
I'exécution de BUSSERw, v). Si (v, u) est ajouéa Ay
(pousge saturante ou pas), aldris] = hlu| — 1 et donc
h est une fonction de hauteur (car aléfs] < h[u] + 1).
Si (u,v) est supprine deA; (pousge saturante) alors il
n’y a plus de contraintes s, v). C.Q.F.D.

Lemme 1.18 SoientG un réseau de transport.un pieflot,
et h une fonction de hauteur st Alors, il n'y a pas de
chemin entres ett dans le eseau&siduelG.

Preuve.Laisse en exercice. C.Q.F.D.

De méme, on peute/rlfler quef|.,.] demeure un g@flot
pendant I'eecution de PEFLOT GENERIQUEG).

Théoréme 1.19 Si PREFLOT GENERIQUEG) ter-
mine alors le peflot calcué est un flot maximal.

Preuve.Si PREFLOT GENERIQUEG) termine alors
aucune opration n’est applicable, c’estdire aucun noeud
ne ceborde et dong est un flot. Commé est une hau-
teur, il n'y a pas de chemin entreet¢ dansG;. Par le
théoeme 1.10 (flot maximal et coupe minimalg).est
maximal. C.Q.F.D.
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Nous allons maintenant montrer que le nombre diagions
execugées est bora

— Nombre délevations< 2 x |S|?;

— Nombre de poug&es saturantesx |S| x |A|;

— Nombre de poug&es non saturantesx |S|*(|.S| +

|Al).

Il y a moyen de remettre une partie du trop plaita

source quana déborde.

Lemme 1.20 SoientG un réseau de transport ¢tun
préflot. Siu est un sommeta@&bordant, alors il existe un
chemin simple de verss dansG.

Preuve.U : ensemble de noeuds accessibles,dans
G. Supposons que¢ U et posond/ = S\ U.

veUetwelU
— (v,w) € Ay (sinonw € U)
—>C(/an) o f(’U,’U)) =0

— f(v,w) >0
— f(w,v) <0.
Ainsi f(U,U) < 0.
e(U) = f(5,U)
= f(U,U)+ f(U,U)
f(U,U) (f(U,U) = 0 méme sif est un péflot)



Comme nous avons I'hypadise qué/ C S\ {s}, pour
v € U,e(v) =0. Rappelong|., .| est un péeflot, cad pour
w e S\ {s}, f(S,w) > 0. En particuliere(u) = 0, une
contradiction. C.Q.F.D.

Lemme 1.21 A chaque instant de I'édcution de PRFLOT
GENERIQUEG), hlu] < 2x|S|—1 pour tous les som-
metsu € S.

Preuve. Les valeurs constantégs| et h[t] vérifient la
propriete.

Soienthy,...,h, = h les valeurs successives de la
fonction de hauteur dans I'éxution de l'algorithme et
u € S\ {s,t}. Par exemple, ces valeurs sont celles ob-
tenues aprsélevation. Siu ne ceborde pas dé; a h,,
alorshy(u) = ... = h,(u) = 0, ce qui \erifie aussi la
propriete. Sinon, soit; la dernere valeur de la fonction
ou v déborde. On distingue deux cas.

Casl:i=n.

Commeu deborde, d’apes le lemme 1.20, il existe un
chemin simple de verss dansG ou f est la valeur du
préflota ce moment. Sopp = (v, ..., v;) avecy, = u,
v = setk <|S|—1(pestsimple). Pown <i < k—1,
(UZ', Uz’—i—l) c Af et donCh[Ui] < h[viﬂ] + 1. Ainsi h[u} <
hls| + k <2 x|S|—1.

Cas 2 < n.
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L'opération juste a@sh,; est une poug, car unélevation
ne modifie pas I'ensemble des sommets celvardent.
Pourj > [ + 1, hyyi(u) = hj(u). Commeu déborde,
d’apres le lemme 1.20, il existe un chemin simplede
verss dansG; ou f est la valeur du f@flota ce moment.
Soitp = (vg,...,v;) avecvy = u, vy = s etk <
|S|—1 (pestsimple). Pow < i < k—1, (v;,v41) € Ay
et dOﬂChg[Ui} < hg[UH_l] + 1. Ainsi hl[u] < hl[S] + k <
2 x |S| — 1. Par congquenth[u] < 2 x |S| — 1. C.Q.F.D.

Corollaire 1.22. A chaque instant de I'édcution de PRFLOT
GENERIQUEG), le nombre délevation par sommet
est au pluggala2 x |S| — 1.

Nombre délévation total inérieura2 x | S|* (seuls les
noeuds de& \ {s,t} peuvenétreélewes).

Lemme 1.23 A chaque instant de I'écution de PRFLOT
GENERIQUEG), le nombre de pouggs saturantes vaut
au plus2 x |S| x |A|.

Preuve.Pouru,v € S, on consiére les pousses deu
versv et aussi celles de versu. Si de telles pouges
existent, alors soitu, v) € A, soit(v,u) € A.

Si on effectue une pouss saturante deversv, (u, v)
disparat de A, et pour qu'il y revienne, il faut au palable
effectuer une pouse dev versu.
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Si par exemple, une powss saturante a eu lieu de
versv, alorshlu] = hlv] + 1 et si on fait ensuite une
pous&e dev versu alorshlv] = hlu] + 1 : entre deux
pous€es saturantes s, v), hlv] augmente au moins
de 2. De léme, entre deux pousss saturantes sgr, u),
h|lu| augmente au moins de 2.

Soit I la 2quence d’entieré|u] + h[v] entre deux
pous&es saturantes s, v) ou (v,u). A la premere
pous€e hu] + h[v] > 1. A la dernire pousse hfu] +
hlv] <4x|S|—3(=2x(2x|S|—1)—1). Comme entre
deux pous8es saturanted/u| + h[v] augmente de 2, le
nombre de poug®s saturantes entietv est boree par
2 x |S|— 1. Pour 'ensemble des arcs, on obtient alors au
plus2 x |S| x |A| pousges saturantes. C.Q.F.D.

Lemme 1.24 A chaque instant de I'écution de PRFLOT
GENERIQUE(G), le nombre de pouggs non saturantes
vaut au plust x [S|*(|S| + |A]).
Preuve.Fonction potentiel.X ens. des sommetg&bdordants) :
o = Z hlv].
veX
1. ELEVER(u) fait crditre ® au plus de x |S| (borne
superieure des hauteurs) ;

2. une pousse saturante de versw fait croitre  au
plus de2 x | S| siefu] # cflu,v];
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3. une pousse saturante de versv fait decrdtre ¢
d’au moins 1 si e[u] = ¢/[u, v] : u ne ceborde plus
ethlv]+ 1 = hlu];

4. une pous=e non saturante deversv fait decrdtre
¢ d’au moins 1 u ne ceborde plus et[v]+1 = hlu.

(une pousse deu versw fait toujours e&bordern.)
Quantie totale d’augmentations :

(2x[S])x2x |SP+(2x|S])x2x S| x|A| = 4x|S|*(|S|+]|Al).

La quantié totale de diminution est boge partx |S|(|S|+
|A|) et donc il ne peut y avoir plus dex |S|*(]S] + | A|)
pous&es non saturantes (la valeur initiale deest0).
C.Q.F.D.

Théoréme 1.25 L'exécution de PEFLOT GENERIQUE(G)
termine et appliqué®(|S|*>x | A|) opérationsléementaires.

Corollaire 1.26. Il existe une impdmentation de l'algo-
rithme de péflot gerérique qui s’ekcute en temp®(|.S|*x
|Al).
Récapitulatif :
1. |5 <2 x|Al;
2. pousg&es non saturanted x |S|*(|S| + | A|),

lexactement de 1 &i[v] = 0 ou siv ne ceborde pas avant la poégs
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3. poussges saturantex:x |S| x |A

4. élevations 2 x |S|°.

POUSSERu, v) execué en temps constant BLEVER(u)
en O(|S]). Il faut vérifier que les conditions d’applica-
tions de ces agrations n’induisent pas ungosuppémentaire.
Preuve.En exercice. C.Q.F.D.
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2 NP-compktude

Quelques rappels juste utiles pour justifier Erit des
algorithmes d’approximation.

2.1 Temps polynomial

Probeme de écision :L C X* (un langage).

Presentation diftrente :
entree ;: x € X*
sortie: 1siz € L, O sinon.

Modeles de calcul :
— Machine de Turing (cf. le cours de calculala)it
— RAM.

Définition 2.1. (DTIME(f)) Soit f : N — NetL C ¥,

L appartienti la classe DTIME() s’il existe une machine
deterministe et une constant@ui sur toute enéexr de
longueurn, résout le prol@me en au plus x f(n) pas
de calcul.

P = JDTIME(n — n").
k>0
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2.2 Temps polynomial avec machines nonalerministes

NTIME(f) défini comme DTIME(f) mais avec des ma-
chines non-dterministes.

NP = | NDTIME(n + n*).
k>0

Lemme 2.1 P C NP.

Définition 2.2. (relation polynomiale) SoiE un alpha-
bet. Une relation binaird&? C >* x ¥* est une relation
polynomiale si pour,y € X" :

(I) Décider siRk(x, y) peutétre \érifié en temps polyno-
mial en|z| + |y|.

() Il existe un polyromep tel que siR(z, y) alors|y| <
p(|z]).

Une autre caraétisation de NP :

Définition 2.3. (NP)L € NP ssiil existe une relation po-
lynomialeR telle queL = {z : il existe uny tel que R(zx,y)}.

Chaquer € L a un certificaty vérifiable en temps po-
lynomial.

SAT :
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entree : un ensembleX de clauses propositionnelles
sortie : 1 si X est satisfaisable, 0 sinon.

Si X contient les variables propositionnelles. . ., p,
et X est satisfaisable, alors le certificat est une valua-

tion {pi,...,pn} — {Vrai, Faux}, repésentable par une
suite den bits.

3-SAT : restriction de SAT aux clauses ayant exactement
3 litteraux.

CYCLE-HAM :
entrée : un graphe non orieatz = (S, A);

(en fait sa repFsentation sous forme de ¢hea) ;
sortie : 1 siG pos®de un cycle Hamiltonien, 0 sinon.

Un cycle Hamiltonien est un cycle qui passe une seule
fois par chaque sommet dé SiG pos&de un cycle Ha-
miltonien, alors le certificat est unéguence de sommets
v, ...,0, telle que

- {Ui7vi—|—1} c A pour:=1,....,n—1,

—{v,, 11} € A,

— S ={vy,...,v,} etlesy; sont distincts.

Lemme 2.2 SAT, 3-SAT, et CYCLE-HAM sont dans NP.

Exercice 2.1 Montrer I'équivalence deséinitions de
NP.
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Définition 2.4. (réduction polynomiale) Soient C »*
et/ C X*. L se eduit polynomialemera L’ s'il existe
f:yr — Y*telle que
—x € Lssif(x) e L' pourz € ¥,
— f est calculable par une machine de Turing en temps
polynomial.

Définition 2.5. L est NP-complet sk est dans NP et tout
probleme de NP peut s@duire polynomialemerit L.

La NP-dureé signifie quel. est au moins aussi dur que
n'importe quel prokdme de NP.

Théoreme 2.3 SAT, 3-SAT, et CYCLE-HAM sont NP-
complets.

On ne connait pas de pravhe NP-dur pouvardtre
résolu par un algorithmeaderministe en temps
polynomial (peu probable que cela existe).

2.3 Problemes NP-complets

Méthode pour @montrer gu’un langage est NP-complet :
1. Montrer quel. € NP.

2. Choisir un langagd.’” NP-complet connu (la NP-
duret suffit en fait).

3. Trouver une fonctiorf : ©* — X*.
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4. Montrer quer € L' ssif(x) € L.

5. Démontrer quef se calcule en temps polynomial
(espace logarithmique).

2.3.1 Le probleme de la clique

CLIQUE :

entrée : un graphe non orieét etk > 0 (unaire)

sortie : 1 siG a une clique de taillé, O sinon.
CLIQUE comme un langage :

CLIQUE = {(G, k) : G contient une clique de taille k}.
Théoreme 2.4 Le probEme de la cliqgue est NP-complet.

Preuve.CLIQUE est dans NP en prenant comme certifi-
cat la clique de cardinahin(k, |S|).
Pour montrer que CLIQUE est NP-difficile, oaduit 3-
SAT a CLIQUE en temps polynomial. Saf = C; A
--- A (. une instance de 3-SAT (chagdgest une clause
de la formel} Vv I \/ [%). On construit I'instance suivante
(G, k) de CLIQUE :

— G = (5, A) avecS I'ensemble

{(I i) 1<i<k 1<j<3}
—{l;, 5} € Assii # 1" etl; # 1),
[CLR94, Figure 36.12].
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(G peut facilemenétre construit en temps polynomial
en|X|.

On peut monter qu& = C1 A...AC), est satisfaisable
ssi(G a une clique de taillé. C.Q.F.D.

Dans la suite, seule la NP-dueatst ineressante.

Exercice 2.2 Montrer que CLIQUE demeure dans NP si
k est co@ en binaire.

2.3.2 Le probleme de la couverture de sommets

Couverture de sommets :
entrée : un graphe non orieétG = (5, A), un entierk ;

sortie : 1 s'il existe S” C S tel quel|S’| = k et pour
{u,v} € A, {u,v} N S" #0, 0 sinon.

Théoreme 2.5 Le probEme de la couverture de som-
mets est NP-complet.

Preuve.Pour montrer que la couverture de sommets est
NP-difficile, on eduit CLIQUEa ce probdme en temps
polynomial. Soit{G, k) une instance de CLIQUEA{ graphe
non oriené). On construit I'instance suivanté&’, k') de
la couverture de sommets :
— G' = (S, A’) graphe com@ment de~, cad
A= {{u,v} {u,v} € A, uF#v};
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— k' =S| — k.
(G', k') peut se calculer en temps polynomial en la taille
de (G, k).

Montronsa ptesent que&s a une clique de taillé ssi
G' a une couverture de sommets de tallg(laise en
exercice). C.Q.F.D.

2.4 Le probleme du voyageur de commerce

PVC:
entrée : un graphe complet = (S, A),c: A —- N, k;
sortie : 1 siG pos®de une tourge de cat au pluségal
ak, 0 sinon.
Tourrée : cycle hamiltonien.

Théoreme 2.6 Le probEme du voyageur de commerce
est NP-complet.

Seule la NP-durétest ineressante.
Preuve.Pour montrer que PVC est NP-difficile, oeduit
CYCLE-HAM a PVC en temps polynomial. Saif =
(S, A) une instance de CYCLE-HAM{ graphe non orie#.
On construit I'instance suivante de PVC :
-G = (5,A)avecs = SetA = {{u,v} : u #
ve St}
(graphe complet) ;
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—c: A — Navec
c(u,v) =1si{i,j} &€ A, c(u,v) = 0 sinon.
On peut montrer qué&’ a une tourge de cat au plus
égala 0 ssiG pos®de un cycle Hamiltonien. De plus,
(G',,0) peut se calculer en temps polynomial en la taille
deG. C.Q.F.D.

2.5 Traiter la NP-complétude

On ne connd pas d’algorithmesé&terministes non ex-
ponentiels en temps pour les prelsles NP-complets.

2.5.1 Sous-probgmes

Restreindre la classe d’instances :

— pour ne s’inéresser qu’aux instances renceéels en
pratique par exemple,

— pour ceterminer les limites de la NP-dueet

Lemme 2.7 2-SAT est dans P.

Preuve. Soit X = {li v 1},...,I} V I¥} un ensemble
de 2-clauses. On construit le graphe oa@t= (S, A)
suivant :
— S est 'ensemble des lgtaux construita partir des
variables propositionnelles de.
—sil v e X alors(—l,1") et(=l',1) sont dansA.
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On peut montrer qu& n’est pas satisfaisable ssi il existe
un circuit contenant un liéral et son comgiment (laise
en exercice). C.Q.F.D.

Par contre, la restriction de PVC avec deéitsadans
{0,1} demeure NP-difficile.

2.5.2 Algorithmes pseudo-polynomiaux

Definition 2.6. (algorithme pseudo-polynomial) Un al-
gorithme pour un proeime est appélpseudo-polynomial

si son temps d’excution est polynomial dans la taille de
I'entrée et dans la taille de la réggentation unaire du

plus grand nombre qui appéirdans I'entee.

Somme de sous-ensemble :
entrée : un ensemble fini d’entier8 et un butt € N ;
sortie : 1 s'il existe £’ C F tel que(X,cpx) = ¢, 0
sinon.

Théoreme 2.8 Le probEme “Somme de sous-ensemble”
est NP-complet et admet un algorithme pseudo-polynomial.

L'algorithme pseudo-polynomial utilise les concepts
de la programmation dynamique.
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Définition 2.7. (NP-complet au sens fort) Un pr@he
est NP-complet au sens fort, s’il reste NP-compléetme
si le plus grand nombre qui appérdans l'instance est
polynomial par rappora la taille de I'entee.

Programmation ergére :

entrée : une matriceé: x n note A, un vecteur de dimen-
sionk note b (a coefficients dang) ;

sortie : 1, s’il existe des entiers positits,, ..., z, tels
queAzx > b, 0 sinon,

Théoreme 2.9 Le probEme “Programmation emie” est
NP-complet au sens fort.

La preuve de NP-duretréduit 3-SATa Programma-
tion entere et seuls les coefficients 1, 0, et -1 sont uti-
lisés.

ldem pour PVC.

2.5.3 Methodes probabilistes

Algorithmes Monte-Carlo :

— temps d’ekcution polynomial dans tous les cas;

— un resultat faux peugtre produit avec une probabi-
lité strictement irérieurea 1.
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En iterant ce type d’algorithmes, on peut se ramener
a une probabil# aussi proche de 0 que I'on veut (cf. la
classe de complexdatRP).

Algorithmes de type Las-Vegas :

— temps d’ekcution polynomial en moyenne;

— reponse exacte.
(cf. la classe de comple@ZPP (= RP N co-RP)). Com-
plexitt en moyenne plat que complexé dans le pire
des cas (mais les preuves sont plus dures que dans le pire
des cas).

Du point de vue de la complegit on considre des
machines de Turing nonéterministes dont les modes
d’acceptation sont diffrents des classes non probabilistes.
Introduction de nouvelles classes de comp&xiRP,
ZPP, PP, BPP, ...

2.5.4 Complexite paramétrée

Couverture de sommetgésoluble en temp®(p(n)")
ou n est la taille de I'ente etp(.) est un poly@me.

Ensemble dominant :
entrée : un graphe non orieétG = (5, A), un entierk ;
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sortie : 1 s'il existe S’ C S tel que|S’| = k et pour
u € S, soitu € S, soituw a un voisin dansS’, O
sinon.

Théoreme 2.10 Ensemble dominant est un prebie NP-
complet.

Ensemble dominanésoluble en temp@(p(n)*) olin
est la taille de I'entee etp(.) est un polydme.

Peut-oneviter d’avoirk en exposant ?

Par exemple, existe-t-il un algorithme en tendpg (k) x
p(n)) ol p(.) est un poly@me ?

Amelioration sensible en pratique &ivarie peu (ou
ne prend que quelgques valeurs).

Théoreme 2.11 Il existe un algorithme pour couverture
de sommets en temid3((22)* x k? + (k x n)).

Il est peu probable qu'il existe un algorithme®@nf (k) x
p(n)) pour le probkme de 'ensemble dominant, d'&sr
un reésultat de la teorie de la complex@ parargtrée (la
“W[2]-complétude” de la version paratiee du proldme).

Complexie parangtree : branche de la &orie de la
complexié qui distingue des parartres dans les ins-
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tances d’un prol@me et qui analyse les@ts algorithmes
en tenant compte de cette distinction.

2.5.5 Algorithmes d’approximations

Définition 2.8. (probkeme d’optimisation) Un probime
d’optimisation est une structureé = (L1, Ly, R, val, but)
tel que :

— [ C ¥*, ensemble d’instances;

— Lo C 3*, ensemble de solutions ;

— R C Ly x Lo (relier les solutions aux instances),

(z,y) € Ry estune solution de;
—val : R— D (D =N,Q,R,...);

— but € {max, min}.

Exemple 2.12 CLIQUE :
— L, : codages des graphes non orésnt
— L, : codages des ensembles de sommets dans un
graphe;
— R : cliques de graphes;
—wval : R — N, cardinalié de la clique ;
— but = max.

Terminologie :
— max : objectif.

51



— min ; cadit.

Etant don@é un probéme d’optimisation?, on peut
déefinir plusieurs proldmes :
— ProbEme de écision :

entree:z € X* k€ D;

sortie : 1 s'il existe(z,y) € R avecval(x,y) > k
Si but = max [resp. avewal(z,y) < k Sibut =
main], O sinon.

— ProbBme de recherche :
entree:z e X", ke D;

sortie : y S'il existe (x,y) € R avecval(z,y) > k
Si but = max [resp. avewal(z,y) < k Sibut =
main], O sinon.

— ProbEme d’optimisation :
entréee . x € ¥*;
sortie : but{val(z,y) : (x,y) € R}.

— ProbEme d’optimisation constructif :
entree :x € ¥*;

sortie : y'telque(z,y') € Retval(x,y') = but{val(z,y) :
(x,y) € R}.

52



Les probémes sont par ordre croissant de diffieuén
particulier sival(z, y) se calcule en temps polynomial en
| + [yl

Lemme 2.13 SoitP = (L, Ly, R, val, but) tel queD =
N, et but{val(z,y) : (z,y) € R} < 2°17) pour tout
x, oU p(.) est un polydme. Le prol@me d’optimisation
peutétre esolu en temps polynomial ssi le prebie de
déecision peuétre Esolu en temps polynomial.

Preuve.De fagcon imnédiate, si le proleime d’optimisa-
tion peutétre esolu en temps polynomial alors le pretrie
de cecision peutétre €solu en temps polynomial. Un
seul apped I'algorithme du prol#me d’optimisation&soud
le probeme de écision.

Réciproquement, en utilisant une simple dichotomie,
le probEme d’optimisation peugtre €solu ave®(|z|)
appelsa I'algorithme du prol#me de dcision. C.Q.F.D.

53



3 Algorithmes d’approximation

On consi@re des prol@mes d’optimisation construc-
tifs de la forme :

entree :x € ¥*;

sortie : y' telque(z,y') € Retval(x,y') = but{val(z,y) :
(x,y) € R}.

ou toutes les valeurs sont daNs

3.1 Bornes de performance pour les algorithmes d’approxima-
tion

Définition 3.1. (bornep(n)) Un algorithme pour un probme
d’optimisation constructif a une borpén) si pour toute
entieex de taillen, la solution produitey verifie

c C
— )<
maz( &) < pln)
ou C = val(zx,y) etC* = but{val(z,y') : (x,y") € R}.
Les deux rapports dans lafthition permettent de trai-
ter les casut = min etbut = max.
Il peut étre quelquefois plus commode de travailler

avec une erreur relative.

Définition 3.2. (erreur relatives(n)) Un algorithme pour
un probeme d’optimisation constructif a une erreur re-
lative ¢(n) si pour toute enéex de taillen, la solution
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produitey verifie

c-c < ¢(n)
max(C,C*) — ’

ouC = wval(x,y) etC* = but{val(z,y') : (x,y') € R}.

Le maximum dans le @hominateur permet de traiter
les cadut = min etbut = max.

Lemme 3.1 Sion pose(n) = maa;|m|:n’0_c*‘ etp(n) =

max|x|:nmax(%, %*), alorse(n) < p(n) — 1.

Définition 3.3. (sclema d’approximation polynomial) Un
probleme d’optimisation” a un sclema d’approxima-
tion polynomial si pour toute constanie> 0, il existe
un algorithme (en temps) polynomial poErayant une
erreur relative..

On peut esprer encore un peu mieux :

Définition 3.4. (sckema d’approximation ergrement po-
lynomial) Un probéme d’optimisation” a un sciema
d’approximation engérement polynomial si pour toute
constantee > 0, il existe un algorithme poufP poly-
nomial en% et en la taille de I'en&e ayant une erreur
relativee.

Le temps d’ekcution peuétre par exemple de l'ordre
de}3 X n2.
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3.2 Techniques de conception des algorithmes d’approxima-
tion

— méthode gloutonne (heuristique simple mais pas de
tres bonne quak),

— programmation dynamique,

— programmation ligaire (on arrondit les solutions),

— recherche locale,

— algorithmes probabilistes.

3.3 Le probleme de la couverture de sommet

Le probEme d’optimisation constructif assé@u probéme
de couverture de sommets consitechercher une cou-
verture de sommet ayant un nombre mimimal de som-
mets.

COUVERTURE- SOMMET-APPROCHE(G)

1.C — 0;
(C': couverture courante)
2. A" — A[G];
3. TANT QUE A’ #)
FAIRE
Soit{u,v} une aéte arbitraire de!’.
C «— CU{u,v}.
Supprimer ded’ toutes les d@tes incidentes soit u
soitaw.

56



4. RETOURNERC,

Temps d’execution enO(|A|) (avec une structure de
donrees aéquate) et QUVERTURE SOMMET-APPROCHE(G)
retourne une couverture de sommetsde

Théoreme 3.2 COUVERTURE-SOMMET-APPROCHEE pos&de
une borne de 2.

Preuve. Soit £ I'ensemble courant des &es choisies
dansA’ ayant dong lieua une augmentation de.

Deux aétes quelconques dE n’'ont pas de sommets
communs.

La valeur courante d€' vérifie |C| = 2 x |E|. En parti-
culier |Ctin| = 2 X |Epip].

Toute couverture dé:, et en particulier une couverture
minimaleC™, doit contenir au moins un sommet pag
Par conéguent le cardinal de @ VERTURE-SOMMET-
APPROCHE(G) est au plug x |C*|. C.Q.F.D.
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3.4 Le probleme du voyageur de commerce

3.4.1 Le probleme avec igalité triangulaire

Définition 3.5. (colt) Soit G = (S, A) un graphe non
oriene complet muni d’une fonction de @bc : A — N,
PourE =e;---¢, € A", c(F) = Xc(e;).

Inégali€ triangulaire : pout,, v, w € S,
c(u,w) < c(u,v) + c(v, w).

Condition naturelle pour de nombreux graphes. On
s’interesse ici aux instances de PV&riant I'inegaliée
triangulaire.

Quelques rappels :

1. un arbre couvrart pourG = (.S, A) graphe connexe
non oriené est un sous-ensemble deformant un
arbre couvrant tous les sommets4%le

2. algorithme de Prim calculant un arbre couvrant de
poids minimal en temp&®(|S|?) avec le graphe repseng
par une matrice d'adjacence.

TOURNEE-PVC-APPROCHE(G, c)
1. choisir un sommet € S[G] (la racine) ;
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2. construire un arbre couvrant de poids miniffigour
G apartir de laracine (a l'aide de PRIM-ACMG, ¢, 1)) ;

3. soitL la liste des sommets vigi$ lors d’un parcours
préfixe deT’;

4. RETOURNERIe cycle hamiltonienH qui visite les
sommets dans 'ordre de

Temps de calcul e®(|S|?).
Dérouler I'algorithme sur [CLR94, Figure 37.2].
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Théoreme 3.3 TOURNEE-PVC-APPROCHE posde une
borne de 2 pour les instances du pehe du voyageur
de commerce @rifiant I'inégalig triangulaire.

Preuve.Soit H* une tourge optimale et la tourree re-
tournee par DURNEE-PVC-APPROCHEE(G, c¢). Nous al-
lons montrer que(H) < 2 x c¢(H").

En enlevant une atea H*, on obtient un arbre cou-
vrantT* de poids inérieura c¢(H*) (puisque I'on a en-
levé une agte). Donc pour tout arbre couvrant de poids
minimal 7" pourG,

c(T') < ¢(T*) < c(H?).

En particulierc(T) < ¢(H*) pour I'arbre calcud dans
TOURNEE-PVC-APPROCHE(G, ¢).

Soit PP un parcours en profondeur ‘feyui liste les
sommets ds gqu’ils sont visiés pour la prendre fois et
également quand ils soatnouveau travees apes la vi-
site d’'un sous-arbre.

PP visite exactement 2 fois chaquétaret done(PP) =
2 x ¢(T). Ainsic¢(PP) <2 x ¢(H").

CependanP’ P n’est pas une touge. SoitH la tourree
obtenuea partir dePP qui consistea ne garder que la
premere occurrence de chague sommet. Cela correspond
a un parcours @fixe deT’. Comme l'iregalig triangu-
laire est erifiee,c(H) < ¢(PP).
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Par congéquente(H) < 2 x ¢(H*). C.Q.F.D.

3.4.2 Le probleme gréral

Dans le cas @greral (sans la condition de l'egalié
triangulaire), I'existence d’'une borne est improbalde (
moins que P = NP).

Théoreme 3.4 Si P# NP etp > 1, il n’existe aucun al-
gorithme d’approximation en temps polynomial de borne
p pour le probéme @réral PVC.

Preuve.Supposons par I'absurde qu’un algorithme d’ap-
proximation AA pour PVC en temps polynomial existe
pour unp > 1. Sans perte deégeralite, supposong en-
tier (cela permet dedfinir c avec des valeurs epties).
Nous allons montrer commerésoudre CYCLE-HAM
en temps polynomial en utilisant AA. Comme CYCLE-
HAM est NP-complet, alors cela induit que P = NP.
Soit G = (S, A) une instance de CYCLE-HAM{
graphe non oriel). SoitG' = (S, A")etc: S x S — N
une instance de PVCatinie de la facon suivante :
- A" = {{u,v} : u,v € S;u # v} (compktude de
G");
—c(u,v) = 1si{u,v} € A, c(u,v) = p x |5 +1
sinon.
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(' etc peuvengtre facilement obtenus en temps polyno-
mial en|G]|.

Si G posgde un chemin Hamiltonien, alo€g a une
tourrée de cat |S)|.

Si G ne possde pas de chemin Hamiltonien, alors une
tourrée deG’ doit utiliser une agte qui n’est pas dans
et donc le cat de cette tour@e est au moins

(> |S]+ 1) +(IS] = 1) > p x|S5].

Ainsi GG pos&de un chemin Hamiltonien s&f a une
tourrée de cat |S|.

Si G pos&de un chemin Hamiltonien, alors AA re-
tourne obligatoirement la touee de cat |S| gracea la
bornep et a I'ecart entrelS| et p x |S| + 1. Si G ne
posede pas de chemin Hamiltonien, alors AA retourne
une tour@e de cat sugerieureap x | S|. Ainsi AA décide
CYCLE-HAM en temps polynomial. C.Q.F.D.

Exercice 3.1 [CLR94, Exercice 37.2-1]. NP-congtude
avec iregaliié triangulaire.

Exercice 3.2 [CLR94, Exercice 37.2-2]. Heuristique du
point le plus proche.
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