Chapitre 10

Théories décidables

10.1 Généralités

Nous nous limitons ici aux méthodes d’élimination des quantificateurs, basées
sur les deux lemmes qui suivent. Comme précedemment, on suppose donné un
systeme d’inférence complet et récursif pour la logique du premier ordre.

Lemme 10.1.1 Soit A un ensemble d’axiomes récursif. Si,

1. pour toute formule dx.¢ ot ¢ est sans quantificateur, on peut construire
une formule ¥ sans quantificateur telle que A |= V§.(Jxd <> )

2. Pour toute formule sans variable 2, on peut décider si 2 € Th(A) (resp.
AEQ ouAlE-Q)

alors Th(A) est récursive (resp. compléte).

Preuve:
Si ¢ est une formule sans variable libre, sans perte de généralité, on peut suppo-
ser ¢ en forme prénexe : ¢ = Q1x1,-..,QnTy.Pg OU ¢ est sans quantificateur.

On montre, par récurrence sur n que, sous les hypotheses de 1’énoncé, on peut
construire une formule v sans variable telle que A = ¢ <> 9.

Si n =0, il suffit de choisir ¥ = ¢yg.

Si @, = 3, par hypothese, on peut construire une formule ¢; telle que
At (Fzp,.¢0) <> ¢1. Par hypothese de récurrence, on peut construire ¢ telle
que A E Y < Qix1,...,Qn_1Tn—1.¢1 €t 1 ne contient pas de variable. On a
alors AF ¢ < Y

Si @, =V, par hypothese, on peut construire une formule ¢; telle que A+
(Fxn.—0) <> @1, et donc A F (Vz,, ¢p) <> —¢1. Par hypothese de récurrence,
on peut construire une formule ¢ ne contenant pas de variable telle que A =
(Qixy ..., Qn_1Tn—_17¢1) <> 1. On a alors A ¢ <> 1.

Pour décider si ¢ € Th(A) il suffit donc de construire la formule ¢ sans
variable équivalente et de décider si A |= 9.

Remarquons enfin que, si A = ¢ <> 9, alors A = —¢ <> —). Donc, si pour
toute formule sans variable ¢, A =1 ou A = —), alors pour toute formule ¢
sans variable libre, A = ¢ ou A = —¢.
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188 CHAPITRE 10. THEORIES DECIDABLES

Il n’est pas toujours possible d’éliminer directement un quantificateur. Dans
ce cas, il peut étre utile d’enrichir de maniere conservative la théorie, en intro-
duisant des symboles de prédicats correspondant aux formules dont on ne peut
pas éliminer les quantificateurs :

Lemme 10.1.2 Si P € P est un symbole de prédicat n — aire et ¢ une formule
du premier ordre sur P, F a n variables libres

Th(A) = Th(AU{Vz1,...,zn.(P(z1,...,2n) <> &(z1,...,24))}) NFo(P)(F,P)

Nous verrons un exemple plus loin d’utilisation de ces extensions.

10.2 La théorie des ordres denses

On considere les formules du premier ordre construites sur F = ) et P =

{:v>}

La théorie des ordres denses est engendrée par les axiomes suivants :

Les axiomes de ’égalité (voir aussi section 77?) :

V. r=x

YV, y. r=y — y==

Vr,y,z. (r=yANy=2) — z=z2

Ve,y,z (x=yAx>z) — y>z

Ve,y,z (z=yANz>zx) — 2>y
Ordre strict :

V. —(z > z)

Ve,y,z (e <yAy<z) — x<z

Ordre total :
Ve,y, x>yVr=yVy>cz

Ordre dense :
Ve,y3z. (z>y — (x> 2Nz >y)

NoMin :
Ve,dy., x>y

NoMax :
Ve,dy. y>w

Théoréme 10.2.1 La théorie des ordres denses est décidable et compléte.

Preuve:
On s’appuie sur le lemme 1.1.1. On montre que, pour toute formule Jz.¢ ou
¢ est sans quantificateurs, on peut effectivement calculer une formule ) sans
quantificateur telle que Op = (3z.¢) <> 1.

Il suffit de considérer des formules ¢ en forme normale disjonctive, et donc
des formules ¢ qui sont des conjonctions de formules atomiques. On peut sup-
poser sans perte de généralité qu’aucune formule atomique n’est de la forme
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x # y : on les remplace par x > y V y > x (puis remettre en FND). De méme,
on peut remplacer x ¥ ypar x =yVy >x, x> x par L et x = x par T. Si
¢ contient x = y (ou y = x), alors Jx.pH¢{x — y} et il suffit de choisir cette
derniere formule pour v. Sinon, ¢ s’écrit \,c; i > o A N;jcyjx > 2 AP/, ot ¢f
ne contient pas z.

— Si I est vide, Jz.¢ est équivalente ‘a ¢’ (a cause de NoMax)

— Si J est vide, Jx.¢ est équivalente & ¢’ (& cause de NoMin)

— Si I, J sont non vides, alors, grace a I'axiome de densité, et a la totalité,la
formule est équivalente a ¢' A A, IjesTi > 5. En effet, si o est une affec-
tation qui satisfait cette formule, par totalité, min;es x;0 = z;,0 existe et
maxje 0 = xj,0 existe et de plus, x;,0 > xj,0. Par densité, il existe
dans M un a tel que ;0 >pm a > xj,0. En étendant 'affectation o
en associant a & x, on obtient alors une affectation o’ telle que M, o’ |=
Nicr @i > A Njeyx > 2 A¢ et done M, o = 3. \jcpzi > s ANjcyo >
r; A¢'. Réciproquement, si M, o |= 3x. \;c;xi > 2 AN, ¢ > zjwedged’,
par transitivité de 'ordre, M, o = ¢’ A /\iel,jein > ;.

Pour conclure, les seules formules sans variables sont les combinaisons booléenes
de T, L et les hypothéses du lemme 1.1.1 sont donc satisfaites : la théorie est
complete et décidable.

Exercice 201

Montrer que, si 'on remplace NoMin (resp. NoMax) par sa négation, on
obtient & nouveau une théorie décidable et complete. En donner deux modeles
non isomorphes.

Exercice 202
Montrer que, si 'on retire NoMin (resp. NoMax), la théorie engendrée reste
décidable, mais est incomplete.

La procédure, telle qu’elle est décrite, est, a priori, non-élémentaire, puisque,
pour chaque élimination de quantificateur, la formule sans quantificateur est
mise en forme normale disjonctive, ce qui conduit a priori a une complexité
exponentielle pour chacune de ces étapes. (La complexité est a priori une tour
d’exponentielles dont la hauteur est proportionnelle au nombre de variables).
Cependant, pour décider si ¢ est dans la théorie, la complétude de la théorie
permet de se ramener au probleme de savoir si Q = ¢, ce qu'on peut faire de
maniere plus efficace, comme le montre 1’exercice suivant.

Exercice 203
1. Soit ¢ une formule de variables libres x1, ..., x, et 01 = {z1 — a1,..., Ty, —
an}, o0 = {x1 = b1,...,x, — by} deux affectations & valeurs dans Q telles
que a1 < ... < ay et by <...<b,. Montrer que Q, 01 = ¢ ssi Q, 02 = ¢.

2. Siag <--- < ay, (dans Q), et o est une affectation z;, — a1,...,x;, — an
des variables libres x1, ..., x,, de Vx.¢, montrer que o |= Vz.¢ ssi
—~oubienn=0et {xr— 0} =¢
— ou bien n > 0 et toutes les propriétés suivantes sont satisfaites :

— pour tout i =1,...,n, o, {x — a;} E ¢

—o{r—a -1} E¢
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~o{r—a,+1} E¢

) aita;
— pourtoutz=1,...,n—1, o,z — Tﬂ = ¢.
3. Donner un équivalent de la question précédente lorsque la formule est
existentielle.

4. Montrer que la théorie des ordres denses est dans PSPACE
5. Montrer que la théorie des ordres denses est PSPACE-complete.

10.3 La théorie de 1’égalité
La théorie engendrée par les seuls axiomes de I'égalité est incomplete puisque

A EVZ,yo =y  Aeg b3z, y, 0 #y

Il existe en effet des modeles a un élément et des modeles a plus de un élément.
Nous utilisons alors une extension conservative. Soit, pour n € N la formule :

def n—1 n
e
En = Elxl,...,xn. /\ /\ xi#xj

i=1 j=i+1
Par convention, Ey = T.

Lemme 10.3.1 M [ E, ssi |[M| a au moins n classes d’équivalence modulo
Uinterprétation de =.

Preuve:
En effet, si M | E,, alors il existe une affectation o de z1,...,x, telle que
xi0 =p xjo ssii = j. |M contient alors au moins zy0,..., 2,0, qui sont non
équivalents deux a deux. Réciproquement, si | M| contient n éléments aq, ..., a,
qui sont non-équivalents deux a deux, il suffit de choisir une affectation o telle
que ;0 =a; : M.o = /\?;11 Nj=ii1 i # 5.

On utilise alors la théorie A;I en ajoutant les variables proprositionnelles
FE; au langage et les axiomes

n—1 n
E, < dxq,...,2,. /\ /\ T; # T

i=1 j=i+1
Cette axiomatisation n’est pas finie, mais reste récursive.

Théoréme 10.3.1 La théorie engendrée par .qu est récursive.

Preuve:

Nous nous appuyons a nouveau sur le lemme 1.1.1.

Si ¢ = dx.¢g ou ¢ est sans quantificateurs, on peut supposer sans perte
de généralité que ¢y est en forme normale disjonctive et il suffit de montrer
comment éliminer le quantificateur existentiel lorsque ¢ est une conjonction
de formules atomiques. On remplace aussi x # x par L et x = x par T et on
simplifie la formule.
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Si ¢g est de la forme x = y A ¢1 (ou y = x A ¢1), avec y distinct de z,
il suffit de remplacer x par y dans ¢; pour obtenir une formule 1) telle que
Al E (6 < ¢) (et ¢ ne contient pas x).

Sinon, ¢g s’écrit x # x1 A ... ANz # x, A ¢ ol ¢ ne contient pas z. On
note alors £(x1,...,x,) Uensemble des relationss d’équivalence sur I’ensemble
{z1,...,2,}. Si R est une telle relation d’équivalence, on note encore np le
cardinal du quotient par R. On montre alors que

A;Z):Ela:.x#:nl/\.../\x#:vnH \/ (Enpt1 A /\ T = xj)

R€€($17...7$n) ($i7$j)ER

Si M est une structure et o est une affectation de z1,...,x, dans |[M]| et
M,o =Tz #x1 N... Nx # x, alors il existe a € M|, a #p 10, ...a Fum
xno. Dong, si R est la relation telle que ; Rx; ssi xj0 =p xjo, M, 0 |= Enpii A
/\(aci,acj)ER Ti = ZTj-

Réciproquement, si, pour une relation R sur {z1,...,2z,}, M,0 = Ej 41 A
/\(mi,xj yeRr Ti = ¥, alors [ M| contient au moins ng + 1 classes d’équivalence, en
particulier, il existe a € |[M| tel que a #aq 210, ...a #ap xpo. Done M, o =
drx#xi N Nx F 2

Nons avons donc montré la premiere condition du lemme 1.1.1.

Les formules sans variables de cette théorie sont des combinaisons Booléennes
de variables propositionnelles F;. Soit ¢ une telle formule. et NV I'indice maximal
d’une variable propositionnelle F; apparaissant dans 1. Nous montrons que

_AZI':"l/} ssi {EH_l—)EZ‘l<N}):¢

Si {Eix1 — E; | i < N} | ¢, comme Af, = E;;1 — E; pour tout i,
qu = 1.

Réciproquement, si I est une interprétation des variables propositionnelles
Ey, ..., E, qui falsifie (A, Ei 1 — E;) = 4, alors I = {Ey, ..., E}. Si M est
une structure dans laquelle le nombre de classes d’équivalence modulo =4 est
exactement k, M = EgA...ANEp et M= Egiq V...V E,. Il s’en suit (comme
I falsifie ¢ et par récurrence sur la formule propositionnelle) que M F 1.

Pour décider si une formule 1 sans variable est une conséquence de la
théorie, il suffit donc de décider de la validité de la formule propositionnelle
(/\fil Eit1 — E;) — 1, ce qui peut se faire en temps exponentiel.

Par le lemme 1.1.1 Th(Af,) est donc récursive.

D’apres le lemme 1.1.2, on obtient alors :

Corollaire 10.3.1 Th(A¢,) est récursive.

A nouveau, la méthode d’élimination de quantificateurs ne donne, a priori,
qu’'une borne de complexité non-élémentaire a la théorie. Mais on peut faire
mieux, en utilisant une propriété de petit modele;

Exercice 204
1. Soit ¢ une formule close en forme prénexe dont le nombre de variables
est n. Montrer que A¢, = ¢ si et seulement si, pour tout modele M de
cardinal au plus n + 1, M | ¢..
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2. En déduire que la théorie engendrée par les axiomes de 1’égalité est PSPACE-
complet.
10.4 Autres exemples de théories décidables/complétes

10.4.1 La théorie des ordres discrets

Cette théorie (Sur P = {=,>},F = () est axiomatisée par les axiomes de
I’égalité et les axiomes :

(TO1l) Vzxx>zx

(TO2) Vx,y(r>yAy>zxz)—xz=y

(TO3) Vx,y,z(x>yANy>z)—z>2

(TO4) Vx,y(r>yVy>x)

(1) JxVyy >

(2) Vedyy>axAy#az ANz (z>2xANz#y— z2>y))

(3) Ve.Vyy >x)V(Fzz<zAz#azANMyy>z— (y=2Vy>x)))

On étend la théorie en introduisant deux symboles de fonction 0 et s et les
axiomes :
(D1) Vz. z=0<VYyy>x

(D9) Vaz,y. x=s(y) > (y>xAy#xAVzz>z—(z=2Vz>y))

Exercice 205
1. Montrer qu’on peut dériver les axiomes suivants :

V. x>0
Vr.x #0 — Jy.x=s(y)
V. 0 # s(x)
Ve,y.  s(z) = s(y) — T=y

2. Montrer qu’il s’agit d’'une extension conservative :
Th(TOD) = Th(TOD U{D;1,D3})NFO({>,=},0)

3. Montrer que la théorie des ordres discrets est complete et récursive.

Exercice 206

Montrer que TOD a des modeles dans lesquels 'ordre n’est pas bien fondé ; en
déduire qu’on ne peut pas axiomatiser au premier ordre la bonne fondaison de
I'ordre.

Exercice 207
Montrer que (T'O4) n’est pas une conséquence des autres axiomes de TOD

10.4.2 Théorie des corps réels clos



