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FIGURE 2.7 — Le calcul LK : régles d’introduction

2.6 Calcul des séquents classiques (sans coupure)

On s’intéresse au probleme de la satisfaisabilité : étant donné ¢, ¢ a-t-elle
un modele ? Ou au probleme de la conséquence logique : est-ce que ) est une
conséquence logique de ¢ 7

Remarquer qu’on a un algorithme : il suffit d’énumérer les 2" interprétations.
Mais il y a plusieurs inconvénients : c’est tres lourd (pas efficace) et on ne peut
pas généraliser au calcul des prédicats, par exemple.

Definition 2.6.1 Un séquent (propositionnel) est une paire de multi-ensembles
finis de formules de Fo(P), notée T' F A.

Cette définition suppose les propriétés d’associativité et de commutativité :
I, I = I',T par exemple. On identifie également I', T avec I' d’une part et
A, 1 avec A d’autre part, si I" est la partie gauche d’un séquent et A sa partie
droite (en particulier lorsque I ou A est vide).

Si I est une interprétation, I = I' F A si et seulement si I = I" ou bien il
existe une formule ¢ de A telle que I = ¢.

Les regles de déduction du calcul des séquents propositionnel classique sans
coupure (noté LK dans la suite) sont données dans les figures 2.7 et 2.8.

Lemme 2.6.1 (correction de LK) Si ¥ est obtenu par application d’une
regle d’inférence de la figure 2.7 auz séquents X1, ..., %,, alors I est un modéle
de ¥ si et seulement si I est un modéle de tous les séquents ;.
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FIGURE 2.8 — Le calcul LK, : regles structurelles

Preuve:

Par exemple pour — left. (Les autres cas sont laissés en exercice) Si I =T, ¢ —
¥+ A, alors, par définition, ou bien I [~ T", ¢ — 1, ou bien il existe une formule
6 € A telle que I = 0.

Premier cas : I £ T', ¢ — 1. Deux cas se présentent a nouveau :
— ou bien il existe une formule n € T' telle que I [~ n et, dans ce cas,
IETFGA TEYTFA,
— ou bien I [~ ¢ — 1. Par définition, ceci entraine que I = ¢ et I [~ 1.
Il en résulte que I [~ 1, T et donc I =, I' = A d’une part et il existe
une formule 6 € ¢, A (en fait 0 = ¢) telle que I |= 0 d’autre part. Ceci
entraine I =T'F ¢, A.

Dans tous les cas, I satisfait les deux prémisses.

Deuxiéme cas : il existe une formule 6 € A telle que I = 6 . Alors, par
définition des modeles des séquents, I ET'F ¢, Aet I ET,¢ - A.

Réciproquement, si I satisfait les deux prémisses, alors
—oublen I ETet I =T, 0 >y FA
— ou bien il existe 6 € A telle que I = 6 et on conclut directement
— ou bien I [~ ¢ et I = ¢ et, dans ce cas, I £ ¢ — 1, ce qui entraine a
nouveau la conclusion voulue.

Exercice 37 (2)
Compléter la preuve du lemme 2.6.1.

Exercice 38 (2)
Peut on remplacer la regle d’introduction de la fleche & droite par la regle
suivante :
oA THY, A
— right

A ¢—Y

Justifier la réponse.
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Exercice 39 (2)
Peut on remplacer la regle d’introduction de la fleche a gauche par la regle
suivante :
Lok A
= left
LYy —okFA

Un arbre de preuve obtenu a l'aide des regles de LK est un arbre dont

les noeuds sont étiquetés par des séquents, chaque étiquette d’un noeud étant
obtenue par application d’une des regles aux étiquettes de ses fils.

Exemple 2.6.1

axiom

axiom
AF A B+FB
—— weak-] — weak-1
A BFA A B+B
A BHFANANB
AFB — (ANB)

FA— (B— (AAB))

A right

— right

— right

Exercice 40 (1)
Donner une preuve du tiers exclu - ¢ V —¢.

Un séquent X est prouvable (sous-entendu a l'aide de LK) sil existe un
arbre de preuve dont la racine est étiquetée par >. On dit aussi que X est un
théoreme.

Exercice 41 (5)

(Théoréme de la déduction) Montrer, sans utiliser le théoreme de complétude
qui suit, que I', ¢ = A, 9 est prouvable en LK ssi I' = A, ¢ — 1) est prouvable
en LK .

Lemme 2.6.2 Si ', A ne contiennent que des variables, le séquent I' H A est
valide si et seulement si T N A # ().

Preuve:

Si le séquent est valide, pour toute interprétation I, I = I' = A. Prenons

Iinterprétation I qui associe 1 a toutes la variables de I' et 0 a toutes les autres

variables propositionnelles. I =T et donc il existe 6 € A, I |= 0, ce qui signifie

que 'une des variables de A est interprétée a 1 et donc que ANT # (.
Réciproquement, si A € AN, pour toute interprétation I, ou bien I(A) =1

et il existe une formule § € A telle que I |= 6, ou bien I(A) =0et [ £ T'. O

Théoréme 2.6.1 (Complétude) Un séquentI' = A est valide si et seulement
s’il est prouvable a ’aide des régles de la figure 2.7.
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Preuve:
Si I' B A est prouvable, on montre par récurrence sur la longueur de la preuve
que I' - A est valide : le cas de base est donné par le lemme 2.6.2 et la récurrence
par le lemme 2.6.1.
Réciproquement, si I' = A est valide, on montre le résultat par récurrence
sur le nombre de connecteurs logiques de I" et A. Si ce nombre est nul,
—oubien T € A : A = T,A’ et, dans ce cas, m%&x et, par
hypothese, I', T =T
— oubien L€ T':T' =1,T" et, dans ce cas, m Az et, par hypothese,
A =1 A.
— bien I', A ne contiennent que des variables propositionnelles et on applique
le lemme 2.6.2.
Supposons maintenant que I' = ¢ — ¢, I (resp. ¢ V ¢, I”, resp. ¢ A, TV, resp.
=, I"). Par le lemme 2.6.1, I” ¢, A et I',1) - A sont valides. Par hypothese
de récurrence, ces deux séquents sont prouvables, et donc I' - A est prouvable
par la regle — left. Les regles d’introduction gauche de A,V,— permettent de
conclure de maniere analogue pour les autres connecteurs logiques a gauche. Les
regles droites permettent de conclure de maniére analogue pour les connecteurs
logiques a droite. O

Le calcul des séquents LKgest obtenu en ajoutant aux regles de LKy la regle
de coupure :
oA T'Fo A
LI A A

Bien entendu, LKgest complet et la régle (cut) n’est pas nécéssaire pour
ce résultat. On peut montrer que les coupures sont inutiles, par transforma-
tion des preuves (sans utiliser de résultat de complétude), mais cette preuve
d’élimination des coupures est hors du champ de ce cours.

Cut)

Exercice 42 (3)
Donner des regles d’introduction a gauche et a droite de <, dans le style de
LK, .

Exercice 43 (5)
1. Montrer que, si I'on retire la regle d’affaiblissement a NK, le systeme de
déduction reste complet.

2. Montrer que, si ’on retire les regles d’introduction de V a NK, le systeme
de déduction n’est plus complet.

Exercice 44 (6)
Montrer qu’il existe une preuve de taille polynomiale (en n)du séquent

F AL A Ay, mAg A As, oo mAn A A An, mA A AL ALA L AA,, —ALA .. A,

Exercice 45 (3)
Expliquer pourquoi l'algorithme de décision de la validité résultant du théoreme
ci-dessus est exponentielle dans la taille du séquent.
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Exercice 46 (7)
A chaque séquent valide ¥ on associe la taille de sa preuve de taille minimale
(la taille d’une preuve est le nombre de noeuds de 1’arbre), 7(X). On note aussi
|2] 1a taille du séquent ¥ (nombre de connecteurs logiques dans ¥2).

Montrer qu’il existe une suite de séquents valides 3, telle qu’il n’existe
aucun polynome P vérifiant P(|3,]) > 7(3,).

Exercice 47 (4)
(Théoreme d’interpolation) On appelle partition d'un séquent I' = A un
quadruplet (T'y, T2, Ay, Ag) tel que I'1, Ty est une partition de T et Ay, Ay est
une partition de A.

Montrer que si on peut dériver I' = A, alors il existe une partition de I' H A
et une formule ¢ tels que I'y = Ay, ¢ et 'y, F Ay sont prouvables et les
variables de ¢ sont dans Var(I'y UA;1) N Var(I'y UAg).

Exercice 48 (5)

(Calcul des séquents et déduction naturelle) Dans cet exercice, on s’in-
terdit d’utiliser les théorémes de complétude : on veut montrer une méthode
effective de traduction d’'un systeme de preuve dans 'autre. Soit LKgle calcul
des séquents avec la regle de coupure.

1. Montrer que, si le jugement I' - ¢ est prouvable en NKj, alors le séquent
I' - ¢ est prouvable dans LKj.

2. Montrer queI' - ¢1, ..., ¢p (OU @1, ..., Py, sont des formules) est prouvable
en LKyssi I', =¢1, ..., ¢, L est prouvable en LK.

3. Montrer quesil' F ¢1, ..., ¢, est prouvable dans LKy, alors I', =¢q, ..., ¢, FL
est prouvable dans NKj.

4. Montrer que, si I' F ¢1,..., ¢, est prouvable dans LKg, alors I' F ¢ V
...V ¢, est prouvable dans NKj.
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FIGURE 2.9 — Regles d’inférence de la déduction naturelle propositionnelle clas-
sique NKj

2.7 Déduction naturelle

2.7.1 Syntaxe

Les énoncés en déduction naturelle, appelés jugements sont des expressions
' ¢ ou I" est un ensemble fini de formules de Fy(P) et ¢ est une formule
de Fo(P). 1l faut comprendre de tels jugements comme “De 'ensemble d’hy-
potheses I' on peut déduire ¢”. Inclure les hypotheses dans le jugement permet
par exemple d’ énoncer de maniere naturelle (et formelle) que, si 'on veut
prouver ¢ — 1, sous les hyotheses I'; il suffit de montrer 1 sous les hypotheses

T, 6.
2.7.2 Sémantique (classique)

Si I est une interprétation des variables propositionnelles, I |=T"F ¢ si, ou
bien il existe une formule ¢ € T telle que I = 1), ou bien I |= ¢.

2.7.3 Deéduction naturelle classique

Les regles d’inférence de la déduction naturelle classique propositionnelle,
appelée NK( sont données dans la figure 2.9.

Proposition 2.7.1 Tout jugement prouvable dans NKg est valide.
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Exemple 2.7.1 On peut prouver par exemple la double négation dans NKj

(Ax) (Ax)
_'_'¢7 _'(b HL
—— (Abs)

oo

Exercice 49 (5)
Montrer comment dériver le tiers exclu F PV =P dans NKj.

Lemme 2.7.1 Sil',¢ F et '+ ¢ sont prouvables dans NKy, alors I' = 1 est
prouvable.

Preuve:
T
Rl 1)
rc¢p—v I'-o¢
(— E)
Tk
O
Lemme 2.7.2 =(¢p V) F —¢ et (¢ V) = = sont prouvables dans NKy.
Preuve:
\Y, - (Az)
(Ax) (P11 V h2), 02 F 0o (VI)
(P11 V $2), P2 = —(d1 V ¢2) (1 V $2), P2 1V o
“(¢1V ¢2), 02 L (1)
=(¢1V ¢2) F —¢o
O

Lemme 2.7.3 Si ', ¢,¢ = 0 est prouvable, alors I'; ¢ Ay F 6 est prouvable.

Preuve:

Lo,9F0
Lo 0,0 N =0

Aff

et

Az
Lo, o NP EoAY
AFE

Lo 0Ny
Donc, d’apres le lemme 2.7.1, ', ¢, » A ) = 0 est prouvable.

LonyEony
ANE
LoAp o
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Donc, d’apres le lemme 2.7.1 a nouveau, I', ¢ A ¢ - 0 est prouvable.

Théoréme 2.7.1 (Complétude) Si T est un ensemble fini de formules et ¢
est une formule telles que T' |= ¢, alors ' = ¢ est prouvable dans NKj.

Preuve:

Noter d’abord que I' = ¢ est équivalent a la validité de T - ¢.

On considere la mesure suivante sur les formules : w(Ll) = 0 = w(P) =
w(—P) si P est une variable propositionnelle, w(—¢) = 1 + w(¢p) si ¢ n’est pas
une variable propositionnelle et w(¢ V ¢) = 2 4+ w(¢) + w(y) = w(p — P) =
w(pAY). w(l'F @) = w(¢) + >, er w(¥). On montre le résultat par récurrence
sur w(I' - ¢).

Cas de base w(I't ¢) =0 lorsque ¢ = T, ¢ =L ou I', ¢ ne contiennent que
des littéraux.
On distingue 3 cas :

Cas 1 : ¢ = T il suffit d’appliquer la regle correspondante du calcul.

Cas 2 : I' est insatisfaisable (ce qui est le cas lorsque ¢ =1).
— Si Le T, alors I' F ¢ est prouvable pour toute formule ¢ :

Ax

I'—oFL
SRy

THo

— Sinon, Soit Ip linterprétation qui contient exactelement les variables
propositonnelles de I'. It doit falsifier une formule de I'. Comme I' ne
contient que des littéraux, il existe une variable propositionnelle P € Ip
telle que —-P € I'. Dans ce cas, ' =1'1, P,—P et

z
'=p I'--P
'L
kL
I'ko¢

Cas 3 : I" est satisfaisable et ¢ ¢ {T, L} : Si¢ € P, soit Ir I'interprétation
définie par Ir = P N I'. Ir satisfait toutes les formules de I', puisque
I' ne contient pas une variable propositionnelle et sa négation (I' serait
insatisfaisable). I' |= ¢ entraine alors que It |= ¢. Il en résulte ¢ € It et
donc ¢ € T'.
Si ¢ = =P avec P € P, soit I I'interprétation définie par I = {Q|-Q ¢ I'}.
Comme I' ne contient pas une variable propositionnelle et sa négation, I
satisfait toutes les formules de I'. Par conséquent I |= ¢. Donc P ¢ I et
donc —P € T" par construction. Il en résulte que, a nouveau, ¢ € I'.

Azx
-F

Aff
Abs

Dans tous les cas I' - ¢ est prouvable par la regle Axiome.



