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Exercice 1 — Systéme D (types intersection)
On considere le systeme de types suivant :

Da:TEM:T ©rM:T—T TEN:T

Le:Tktx:T THXeM:T—T 'FMN:T'

'-M:Ty T-M:T, THEM:TiNTy
FFMZTlﬂTQ FFME

. Pour chacun des termes suivants, donner un type que ce terme admet

dans le systeme D : Az. x x, Axdy. = (y z), (Az. x z) (A\y. y).

Quelle est la différence avec les reégles de la conjonction/paire ? Quel
sens ce systeme peut-il avoir dans le contexte du typage des langages de
programmations ?

Parmi les types suivants, donner un terme pour ceux qui sont habités (on
ne tentera pas de prouver qu'un type n’est pas habité) :

— ((anB)—=>71)>Da—=0—>T1

—(a=B—=T1)=(anNpf) =T

— (r=a)n(T =) —=7—=(anp)

— (= (@np) = (r=a)n(r—=p))

. Proposer une définition pour Redrn7: et montrer que tout terme typable

dans le systeme D est fortement normalisant.

Montrer que pour tout terme w en forme normale il existe I et T tels
que I' = w : T. Indice : on a vu une fagon pratique d’écrire une forme
normale.

Montrer que tout terme fortement normalisant est typable dans D.
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Exercice 2 — Systéme D,
On étend le systeme D en ajoutant un type atomique spécial noté 2, et la regle
de typage suivante :
'EM:Q
1. Donner un terme typable dans D,, mais pas dans D. En termes calcula-
toires, quelle propriété de typage a-t-on perdu ? nous reste-t-il quelque-
chose d’intéressant 7
2. Montrer que u — v’ et '+« : T implique ' Fw : T

3. Montrer que tout terme faiblement normalisant est typable dans D,, par
un type sans (2.

On va voir que la réciproque est vraie si on se restreint aux “bons” types.
Pour cela, posons quelques définitions. Un ensemble X est dit saturé si

ulz =t t;...t, € X implique (A\z.u)tty...t, € X
Pour X, C A, on définit
X —=>Y:={ueA]|(uv)€)Y pourtout ve X}

Finalement, étant donnée une interprétation Z qui a tout type de base «
associe un ensemble saturé |a|z, on etend aux types comme suit :

|Q|I =A ‘T n T/|I = ‘T|I n ‘T/|I |T — T/|I = ‘T|I — |T/|I

4. Montrer que |T'|z est saturé pour tout 7.
5. Montrer que zy : T1,...,zy : Ty F u : T et t; € |T;|z pour tout @
impliquent u[zy :=t1,..., 2, :=t,] € |T)|z.

On dit que (Np, N) est une paire adéquate si N est saturé, Ng C N,
NO QN—)NO etN() %./\/'QN

On dit que 2 apparait positivement (resp. négativement) dans un type T’
s’il apparait & gauche d’un nombre pair (resp. impair) d’implications. Par
exemple, () apparait uniquement positivement dans Q et (2 — «) — «
et il apparait uniquement négativement dans o — (2N 3) — ~.

6. Soit (Np,N) une paire adéquate et Z une interprétation telle que pour
tout o on a Ny C lalz C N. Montrer alors que pour tout 7" sans occur-
rence positive (resp. négative) de Q on a |T|z C N (resp. Ny C |T|z).

7. Montrer qu’on a une paire adéquate si I’on prend N ’ensemble des termes
qui normalisent selon la stratégie externe gauche (réduction de téte) et Ny
I’ensemble des termes (z t; ...t,) avec x une variable et chaque t; € N.

8. Soit - F uw : T avec T sans occurrence positive de 2. Montrer que u
normalise faiblement.
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